1. CAMPUL ELECTROMAGNETIC

O unda electromagnetica este compusd din doud campuri ortogonale, variabile in timp: cdmpul
electric si cel magnetic. Fiecare dintre ele are proprietdtile lui specifice, care sunt
inmanuncheate de ecuatia undelor, formdnd astfel bazele matematice ale teoriei propagarii
undelor electromagnetice.

1.1 CAMPUL ELECTRIC

Este generat de orice sarcind electrica si este definit prin intermediul fortei (electrostatice) pe
care o exercitd asupra unei sarcini electrice unitare (sarcind “de proba”), care se presupune ca
este sub influenta sa. Notatia consacratd pentru campul electric este E, iar unitatea de masura
A% . V N kg-m _kg-m
este | — |. Se poate observa echivalenta | —=1—=1 £ =1 £ T
m m C C-s A-s
Campul electric depinde de fluxul electric D (sau de densitatea de flux) si de permitivitatea
dielectricd a mediului (materialului), €, dupa relatia:

D=¢-E (1.1)
Legea fluxului electric [@E = §E . d§] sau legea lui Gauss afirma ca integrala inductiei
s
electrice pe o suprafata inchisa este egala cu sarcina electrica din interiorul acesteia:
§D-ds=q; (1.2)
)

2

. U . . . C
Din aceasta rezulta si unitatea de masura a inductiei electrice: {— .
m

Vectorii E, respectiv D au originea in sarcinile pozitive si extremitatea in cele negative sau
la infinit; acestea sunt si sensurile liniilor de cdmp, dupa cum se poate observa si in figura 1.1.

Tabelul 1.1
Sursa campului Simetrie E

Sarcina . E= r
/ punctiforma Sferica C4.meg-r? T
« n > —(>) | Sarcina distribuiti

/ \ @ uniform pe o Cilindricda | E = b T
lungime infinitd 2-merr
Y ; Sarcina distribuita _
Fig. 1.1 —
8 uniform pe o Plana E=p, .z
z

suprafatd infinita

In tabelul 1.1 sunt date expresiile cAmpului electric produs de unele distributii clasice de

. . . . g . U : C|.
sarcind electricd: sarcind punctiforma, sarcind uniform distribuitd cu densitatea p, [— in

. o . . s : C
lungul unui fir infinit, respectiv sarcind uniform distribuitd cu densitatea p, {—2} pe o
m
suprafata infinita.
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Permitivitatea dielectrica a materialului, €, este (dupd cum 1i spune si numele) o proprietate
specifica dielectricilor; in materialele conductoare nu se poate stabili un camp electric.
Permitivitatea poate fi inteleasd ca si cantitatea de sarcind electricd ce se acumuleazd pe

. . . NIV F . e .
frontiera materialului §i se masoard in [— . De obicei se exprima prin intermediul
m

permeabilitatii relative (sau constanta dielectricd a materialului), €., care este un factor ce

Tro

multiplica permeabilitatea vidului, € :

€E=8) &,

< o ) - 1
Cu o buna aproximatie se poate considera ca I =9.10°.
T
0

Materialele care prezintd electroni liberi in structura electronica (a ultimului strat) se numesc

. .. . S .
conductoare. Acestea sunt caracterizate de conductivitatea electrici o {— , sau de inversul
m

acesteia, rezistivitatea p [Q . m], unde 1S =1Q7"'. Materialele cu o conductivitate foarte mica

se numesc izolatoare, un dielectric perfect fiind caracterizat de o =0. Dielectricii reali sunt
caracterizati de o permitivitate dielectrica si de o conductivitate nenule. Pierderile in dielectrici
sunt cu atdt mai mari cu cat le creste conductivitatea. La abordarea efectului neidealitatii
materialelor asupra undelor electromagnetice, permitivitatea se va exprima ca un numar
complex ce depinde de constanta dielectrica, conductivitate si frecventa undei.

In conductoare nu se poate stabili un cAmp electrostatic, deoarece electronii liberi din structura
materialului se vor deplasa (sub actiunea fortei electrostatice F =q-E =—e-E), pana cand

campul este compensat. Astfel, cand un conductor se afla sub influenta unui camp electric,
suficient de multi electroni se vor deplasa spre suprafata conductoare, compensand astfel
campul initial. In acest mod rezultd acumularea de sarcin pe suprafati (sarcina superficial),
fenomen ce std la baza functionarii condensatoarelor (capacitoarelor)

Teorema potentialului electrostatic afirma cad circulatia cdmpului electric in jurul oricérei
curbe inchise este nula:

jﬁicﬁ:o (1.3)
T

Orice camp cu proprietatea mentionatd mai sus se numeste camp irotational sau camp
potential. Ca urmare, cadmpul electric face parte din categoria cdmpurilor potentiale. Astfel, se
poate defini potentialul (electrostatic):

B
Vg =V, - [E-dl, (1.4)
A
integrala fiind independenta de drum datorita teoremei potentialului electrostatic:
B A B B
§E.d1=0<:>J-E-dl+IE-dl=0<:>J-E-d1=IE~d1, a4
r A B A A —
r r s I A @ dl
dupa cum se poate urmari si in figura 1.2.
Fig. 1.2

B
Diferenta de potential este U,z =V, — Vg = JE .dl.
A
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Legea conservarii sarcinii electrice afirma ca sarcina totald a unui sistem izolat (electric) este
constantd. Sarcina insd se poate deplasa in interiorul sistemului, variatia acesteia in unitatea de

timp s1 pe unitatea de suprafata definind curentul electric:i = —% . (1.5)

1.2 CAMPUL MAGNETIC

Un camp magnetic static poate fi generat de un curent electric constant sau de un material
magnetic (magnet permanent). Ca si campul electric, cdmpul magnetic este caracterizat de

doud marimi vectoriale: intensitatea cAmpului magnetic, H, si inductia magnetici, B. Acestea
sunt legate intre ele printr-o relatie similard cu (1.1):

B=p-H (1.6)
in care mirimea p se numeste permeabilitate magnetica a materialului in care se stabileste
campul magnetic. De obicei, permeabilitatea magnetici se exprima prin intermediul
permeabilitatii relative, ., care este un factor de multiplicare a permeabilitdtii magnetice a
vidului (permeabilitatea absolutd), p:

H=Ho My
e .. . - A . |H
Unitdtile de masurd ale marimilor amintite sunt: | — | pentru H, [T] pentru B, respectiv | —
m m
+H
pentru p; p, =4-m-10 T—.
m

Intensitatea campului magnetic este dependenta de curentii electrici ce o produc, conform legii
circuitului magnetic (teorema lui Ampere):

fH-dI=Yi (1.7)
I

unde I" este o curba inchisa, ce inlantuie curentii i, sursele campului magnetic.

Teorema lui Ampere se poate particulariza pentru diverse structuri particulare ale circuitelor
parcurse de curent. De exemplu, pentru calculul cdmpului magnetic produs de o spird parcursa
de curent se foloseste expresia cunoscuta sub numele de legea Biot-Savart-Laplace:

M- 1 _ﬂgl-dixr (1.8)
4-m r I Ae _
unde: !
e [ este curentul ce parcurge spira; I
e dl este elementul de lungime, orientat n sensul curentului; dl

e 1 este distanta de la punct la dl.
In figura 1.3 se poate observa modul de calcul al vectorului H in
punctul A.
Rezulti ci se poate calcula H in orice punct din spatiu, de interes maxim fiind cele situate pe
normala la planul spirei, construita n centrul acesteia.
Fluxul magnetic caracterizeaza numarul liniilor de cAmp magnetic pe unitatea de suprafata:

D, =j§~d§ (1.9)
z

Fig. 1.3

Legea fluxului magnetic afirma ca indiferent de suprafata (inchisd) care inmanuncheaza toate
liniile de camp, fluxul este acelasi, adica:

®B=§§-d§=o (1.10)
z
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Se poate observa o analogie intre teorema potentialului electrostatic si legea circuitului
magnetic — (1.3) si (1.7), respectiv Intre legile fluxurilor (electric i magnetic) — (1.2) si (1.10),
Aceasta din urma indica absenta sarcinii magnetice elementare, elementul fundamental in
magnetism fiind dipolul magnetic, caracterizat de un pol Nord si unul Sud. Fragmentarea
(oricat de) repetatd a unui magnet nu va reusi sa separe cei doi poli magnetici, ci doar sa
creeze o multitudine de “magnetei” mai mici, fiecare cu propriii sdi poli N si S.

Tinand cont de similitudinea intre legile celor doua fluxuri, rezultd unele proprietati similare
ale acestora. Una dintre ele este conservarea componentelor normale ale vectorilor D si B la
trecerea dintr-un mediu in altul. Intrucat aceastd proprietate este importanti la propagarea
undelor electromagnetice, va fi demonstrata in continuare.

an (Ezn )‘* /'52 (§2)

Fig. 1.4

Situatia imaginatd este reprezentatd in figura 1.4, in care se considera ca suprafata de
demarcatie intre cele doud medii nu este Incdrcatd cu sarcind electrica (respectiv nu exista
surse ale unui camp magnetic). Demonstratia se va face pentru legea fluxului electric, pentru
fluxul magnetic situatia fiind absolut similara.

Daca se considera o suprafata inchisa X in jurul suprafetei de separatie intre cele doud medii,
legea fluxului electric (magnetic) corespunzatoare acesteia se scrie:

§Dds =q; =0; (@dg = 0]
z z

Cum D=D, +D, si D,-i=0 (deoarece D, L 1), rezultd ¢& D, -n+D, -0 =0, adica
D, -D, =0;analog, B, =B, .

Mai mult: aplicand teorema potentialului electrostatic pe o curba inchisa, I', in jurul suprafetei
de separatie (respectiv teorema lui Ampere), se scrie relatia:

jfEdT:O; (iﬁdT:Zi:OJ

Cum E, -dl =0, rezulta ca E, =E, si, analog (folosind teorema lui Ampere) H, =H, ,

Iy

adica se conserva si componentele tangentiale ale intensitatii cimpului electric (magnetic).
Tinand cont de aceasta, se poate gasi o relatie intre unghiurile ¢, s1 @,:

D,
tgp, = —
D t D g -E
Dlt 18P T T :8—1:>(p2:arctg(8—1-tg(p1] (1.11)
_ 2 tgp, D, & -E, &, €
g, = —

Analog, pentru cadmpul magnetic rezulta:
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0, = arctg(ﬁ . tg(le (1.12)
K2

Relatiile (1.11) s1 (1.12) sugereaza cateva cazuri particulare extrem de importante. Astfel, daca

. e A : . . . T
unghiul de incidenta al campului (electric sau magnetic) cu suprafata de separatie este ¢, = >
oo .. T . . .
atunci din (1.11) sau (1.12) rezultd evident ¢, = > adicd nu existd refractie. De asemenea,

T g . R .
0, ;5 daca ¢, >>¢,, respectiv p, >>u,. Un exemplu poate fi la trecerea campului

magnetic dintr-un material feromagnetic (pr > 1000) in aer (ur = 1): liniile de camp vor fi
normale la suprafata magnetului.

1.3 CAMPUL ELECTROMAGNETIC

Legea inductiei electromagnetice (Faraday) este una dintre legile fizicii care a fost dedusa
direct in urma celebrelor experiente ale lui Michael Faraday (in Anglia) si Joseph Henry (in
SUA) in anul 1831. Ea afirma ca un flux magnetic variabil in timp genereaza o tensiune
electromotoare (t.e.m.) la bornele unui circuit electric ce se afla sub influenta campului
magnetic respectiv:
do
dt
Semnul “-” este dat de legea conservarii energiei, care n acest caz se manifestd sub denumirea
regulii lui Lenz, care afirma ca efectul t.e.m. (curentul ce apare prin circuit) genereaza la
randul sdu un (alt) flux magnetic care sd se opuna celui initial. Adoptarea ipotezei contrare ar
insemna acceptarea ideii cd natura se autodistruge.
Relatia (1.13) pune in evidentd un fapt remarcabil, cu implicatii majore In progresul
tehnologic din ultimii 100-150 de ani: un camp magnetic variabil genereazd o tensiune
electrica (deci un camp electric), care produce un curent variabil, care la randul sdu genereaza
un camp magnetic variabil, etc. Cu alte cuvinte, cAmpurile magnetic si electric variabile se
genereaza reciproc, constituind astfel ceea ce se numeste cdmpul electromagnetic.
Legile prezentate succint in aceste paragrafe au fost descoperite in decursul timpului de catre
diversi invitati ai vremurilor respective. In anul 1873, pornind atat de la cunostintele
acumulate de Tnaintasii sai cat si de la cercetarile si experientele sale, , James Clerk Maxwell a
publicat lucrarea ,,A Treatise On Electricity And Magnetism”, care a pus bazele teoriei
moderne a electromagnetismului. De atunci legile fundamentale mentionate in paragrafele
anterioare sunt cunoscute drept “ecuatiile lui Maxwell”. Succint, acestea sunt urmatoarele:

(1.13)

a-fﬁ-d§:q2

z

w-§H-ds =0

z

4 4D, (1.14)
Bdl: 1=—Un—=—Uu-£—

JBedl =iz g =Ty

§E-di=—d®3

v dt
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2. OSCILATII SI UNDE ELECTROMAGNETICE

Pentru a putea vorbi despre oscilatii electromagnetice, trebuie introduse mai intai doud marimi
fizice, anume capacitatea si inductanta.

» Daca se considerda doud corpuri (armaturi, ca in figura 2.1) Incarcate
cu sarcinile electrice +q si —q, atunci ele vor fi caracterizate de
potentialele V; si V, (fata de referintd, care se considerd ca este .
punctul de la o). Fig. 2.1
Atat V, cat si V; sunt dependente de g, deci se poate exprima o relatie de tipul

q=C-(V,-V,)=C-U

Constanta de proportionalitate C se numeste capacitate electrica si se defineste:

-4 @.1)

U

adica raportul dintre (acumularea de) sarcina (fluxul electric) si diferenta de potential
ce o produce. Dispozitivul de circuit care Tnmagazineaza o capacitate se numeste
condensator sau capacitor electric si are simbolul prezentat in figura 2.2a. Marimea
capacitatii depinde de geometria armaturilor, de distanta dintre ele si de permitivitatea
dielectricd a izolatorului. Unitatea de masura a capacitatii electrice este Faradul [F];

din definitia (2.1) rezulta ca 1F = % .

+q; Vi

-q;V,

Intre armaturile condensatorului exista camp electric, deci energie (electricd). Valoarea
acesteia este:

2
W, —1.cour=L.4 (2.2)
2 2 C
» Daca se considerd un circuit (un fir conductor) parcurs de curentul I, atunci in jurul
acestuia se va genera un camp magnetic, adicd un flux magnetic, ambele dependente
de valoarea curentului I:
by =L"-1
Constanta de proportionalitate L se numeste inductanta si se defineste:
L= (D—IB (2.3)
adicad raportul dintre fluxul magnetic si curentul ce-l produce.
Dispozitivul de circuit care inmagazineazd o inductantd se numeste l
(de obicei) bobina si are simbolul prezentat in figura 2.2b. Marimea C L
inductantei depinde de geometria bobinei, de numarul de spire si de ]’
permeabilitatea magnetica a mediului in care se genereaza campul
magnetic. Unitatea de masura a capacitatii electrice este Henry [H]; a) b)

. .. . 1Wb i
din definitia (2.3) rezultd ca 1H = A Fig.2.2
In jurul bobinei exista cAmp magnetic, deci energie (magnetici), a carei valoare este:
1
szzL-I2 (2.4)
Rezultd ca bobinele si condensatoarele sunt elemente care acumuleazid/cedeazd energie
magnetica/electrica. In acest sens, regula lui Lenz poate fi reformulata: fluxul magnetic (in
cazul unei bobine), respectiv fluxul (sarcina) electric(d) (in cazul unui condensator) se
conserva (nu pot varia “brusc”).
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2.1 SISTEME OSCILANTE CU CONSTANTE CONCENTRATE

Se va considera sistemul LC din figura 2.3, in care se considera ca initial (figura 2.3a) C este

2
A : : < A S . 1
incdrcat cu sarcina Q. Energia acumulata intre armaturile condensatorului este W, = E%

b

. . . 1 . s o
iar energia bobinei W =—-L- 1> =0, deoarece in acest moment nu exista curent in circuit.

W W,
Fig. 2.3

Condensatorul incepe sa se descarce prin bobina, stabilindu-se astfel un curent in circuit avand
sensul din figura 2.3b. Bobina acumuleazd in acest mod energie magneticd, pe seama energiei
electrice cedate de condensator. La un moment dat, intreaga energie electricd a
condensatorului a fost cedata bobinei, care a transformat-o in energie magnetica (figura 2.3c).
Cum 1n acest moment prin bobina circula curent, existd un flux magnetic, bobina opunandu-se
variatiei acestuia. Rezultd ca prin circuit curentul va continua sa circule in acelasi sens (figura
2.3d), ceea ce va provoca incarcarea condensatorului cu polaritate opusa (energia magnetica a
bobinei este cedatd condensatorului sub formd de energie electricd). La un moment dat,
condensatorul este incarcat complet (figura 2.3e), adica intreaga energie a bobinei a fost
transferatd condensatorului. Din acest moment, fenomenele se desfasoara dupa reprezentarile
din figura 2.3f...h, adica Intocmai ca in figura 2.3a...e, curentul circuland prin circuit (bobina)
in sens contrar.
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Observatie: In momentele in care sarcina pe armaturile condensatorului este nula, curentul
prin circuit nu se anuleaza (fiind chiar maxim, dupa cum se poate observa in figurile 2.3c,g),

. dq . .. : _ .
deoarece 1= I adicd 1 este viteza de variatie a sarcinii.
Dupa ce sistemul LC ajunge din nou in stadiul din figura 2.3a, procesul se reia Intocmai,
continuand astfel la infinit in ipoteza unor componente fara pierderi (ideale).
In cazul componentelor reale, existd pierderi atit la bobina cat si la condensator, sub forma
unor rezistente (parazite). Curentul prin circuit produce o disipare de putere pe aceste
rezistente (pierderi prin efect Joule-Lenz), ceea ce va duce in timp la amortizarea oscilatiilor.
In acest mod, oscilatiile nu vor avea forma ideald prezentatd in figura 2.4a, ci vor fi
amortizate, conform figurii 2.4b.
1o $i

WAL, t
YUY

Se poate observa perioada T a oscilatiilor din figura 2.4a, respectiv “pseudoperioada”
oscilatiilor din figura 2.4b.

Se poate observa asemdnarea Intre circuitul oscilant LC si un oscilator mecanic, de exemplu
un sistem ce contine o masd m legata de un arc cu constanta de elasticitate k, la care oscilatia
rezultd din acelasi transfer energetic de la un corp la altul: energia elasticd (potentiald) a
resortului se transforma in energia (cineticd) a masei si reciproc, rezultdnd o miscare oscilanta
ce se desfagoard pand in momentul in care pierderile prin frecare sa consume intreaga energie
initiala. In tabelul 2.1 se poate observa analogia intre cele doua oscilatii.

b)
Fig. 2.4

Tabelul 2.1
Oscilatie mecanica Oscilatie electromagnetica
: L 1 _ : 1 q°
Energia potentiala: E, = 5 k-x? Energia electricd: W, = E%
e 1 2 : . 1 2
Energia cinetica: E_ = . m-v Energia magnetica: W, = . L-1
Viteza: v = dx Curentul: 1= dq
dt dt

Se pot observa analogiile intre sarcina electricd q si deplasarea x, respectiv intre curentul 1 si
viteza v; de asemenea, Intre energia potentiald si energia electrica, respectiv intre energia

e . - . 1 . .
cineticd §i energia magneticd, sau analogiile k(—)E, respectiv m <> L. Cum pulsatia

. : . . k : :
(frecventa) miscarii oscilatorii mecanice este ®w=2-m-v=,/—, ar trebui ca pulsatia
m
e o 1
(frecventa) oscilatiei electromagnetice sa fie ®=2-n-f = Tc
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Cu ajutorul legii conservarii energiei, se poate demonstra corectitudinea acestei afirmatii.

2
w=l @ e
2 C 2

Rezulta ca variatia acesteia este nula:
. 2 2
dt C dt dt dt> C dt> C

Comparand aceasta ecuatie cu ecuatia undei mecanice:

d*x
m- —2 + k X = 0
dt
: . - . k . e .
sl cu expresia corespunzdtoare a pulsatiei, o =,/— , rezultd evident ca intuitia referitoare la
m
. e . 5 1

pulsatia oscilatiei electromagnetice este corectd: ® = Ic (2.5)

Analogia intre sistemul oscilant electromagnetic si cel mecanic (ambele ideale, adica fara
pierderi) este perfectd si se poate demonstra ca asemanarea se mentine si in cazul sistemelor
oscilante reale (cu pierderi sau amortizate), cind constanta amortizarii mecanice de la sistemul
masa-arc devine rezistenta (de pierderi) a sistemului oscilant LC.

2.2 SISTEME OSCILANTE CU CONSTANTE DISTRUBUITE

In sistemul oscilant LC (masid-arc), energiile electrici (potentiald), respectiv magneticd
(cineticd) apar 1n cele doud parti distincte ale sistemului: condensator (arc), respectiv bobina
(masd). Despre astfel de sisteme oscilante se spune ca sunt cu constante concentrate. Exista si
sisteme oscilante cu constante distribuite. Un exemplu 1l poate constitui o cavitate rezonantd
acustica, de exemplu un tub de orga sau de nai, in care cele doud forme de energie nu sunt
separate in spatiu, ambele dezvoltandu-se in aerul din interiorul cavitatii. Energia cinetica este
asociatd migcarii aerului In cavitate, iar cea potentiald compresiunii/rarefierii acestuia.
Evident, acestea nu pot fi reprezentate decat in intreg volumul cavitétii rezonante.

Intr-un mod aseminitor se pot produce si oscilatii electromagnetice intr-un tub inchis, cu
peretii din Cu sau alt material conductor. Daca aceasta cavitate este goald in interior, se pot
produce oscilatii electromagnetice (oscilatii ale cdmpului electric si magnetic). Rezultd ca un
astfel de sistem oscilant electromagnetic va fi unul cu constante distribuite.

Ca si in cazul circuitului LC, oscilatiile trebuie amorsate. Aceasta se poate face de exemplu cu
un magnetron, care este o sursa de oscilatii electromagnetice de frecventa foarte mare. Faptul
cd intre capetele cilindrului existd un camp electric va fi cauza circulatiei unui curent in peretii
acestuia, curent ce va genera un camp magnetic (ale carui linii de cAmp se vor inchide in
cercuri perpendiculare pe axa longitudinala a cilindrului, adica cele doud campuri sunt
ortogonale). Campul magnetic variabil induce la randul sdu un curent in peretii cavitatii
(cilindrului), adicd un camp electric longitudinal, si asa mai departe, procesul continuand la
infinit in cazul unui sistem ideal si fiind evident amortizat in cazul sistemului real.

In fiecare punct din cavitate (volum elementar) energia cAmpului electric (mai exact densitatea

. 9 . 1
de energie) este datd de relatia wy = 3 € -E?,

2

. D . . ) 1

iar energia campului magnetic de relatia wy = S
Ho
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In acest mod, ca si la sistemul LC, energia in cavitatea electromagnetici rezonanti oscileaza
intre cele doud campuri (electric si magnetic), dar acestea nu mai sunt separate in acest caz.
Din analiza ecuatiilor lui Maxwell (1.14), rezulta ca oscilatiile electromagnetice au caracter de
unda, adica se propaga in spatiu. Astfel:

;fﬁ.di:“.i:_“.g.dq)E <:>'Z”(rot§)-d§:—p-s-§ i E-ds

Considerand ca variatiile campurilor B si E au loc pe o singura directie, rezultd ecuatia:

OB OE
2oy — 2.6
- M (2.6)
— _  do _
Dar JE-di=- <22 =2 [[B.ds = [Jloif) a5 -2 [[B-as
r dt >r otz
Zp
In aceeasi ipotezi a variatiei unidimensionale, rezulti ecuatia:
kE__B (2.7)
&t
Derivand in (2.6) in raport cu t si tinand cont si de (2.7), rezulta ecuatia:
0°B 0°E  0°E O’E
—pe PE LOE OB (2:8)
oxot 8t 2.7) 8x 8t
Asemanadtor se demonstreaza ca este valabild o ecuatie asemanatoare si pentru B:
2
B B
8—2 —u-€- 8 =0 (2.9)
0x a2
. . : o’y 1 o%y
Comparand ecuatiile (2.8) sau (2.9) cu ecuatia undelor: o - Jog; =0, se poate observa
\% t

similitudinea totald intre ele. Rezulta ca semnificatia coeficientului p-¢ trebuie sa fie cea a
inversului patratului unei viteze, fapt ce va fi probat in continuare:

-1 -1 -1 -1 2
<8'M> 1F 1EZICV .IWbA :lAsV .leA :ls
S "m m m m m m m?

1
Rezultd ci —— = v?

T}
unde v este viteza de propagare a undelor electromagnetice. in vid, valoarea acesteia este:
-1 _ ! ~3.108 2 = ¢ (2.10)
Veo hg \/19.4.75.1()—7 >
4-1-9-10

Asadar, in vid undele electromagnetice se propagd cu viteza luminii. De la aceastd constatare
s-a formulat ipoteza naturii electromagnetice a luminii, ipoteza ce a fost confirmata ulterior.
Este evident ca Intr-un mediu oarecare, undele electromagnetice se propaga cu viteza

1

V= =
VEo & ol A5 H,
Rezolvand ecuatiile (2.8) si (2.9) se determina expresiile E = E(x, t), respectiv B = B(X, t) ,
adica pozitia in spatiu a undei electromagnetice in orice moment de timp:
E(t,x)=E,,, -sin(k-x —o-t); B(t,x)=B,,, -sin(k-x —o-t) (2.11)
Tinand cont de (2.7), rezulta:
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0B, -cos(k-x—-t)=k-E__ .cos(k.x_m.t)@@:%

Daca se defineste lungimea de unda (k) ca spatiul parcurs de unda pe durata unei perioade T,

(2.12)

A=v-T :%, in (2.11) rezult ci:

Kh—oT=0ck=2" (2.13)
P A
Mairimea k se numeste numar de unda; tinand cont de (2.13) in (2.11), rezulta:
Enax =€ Bax <> E(t,x) = B(t, x) (2.14)

(2.11)
Una din caracteristicile importante ale oricarui tip de undd este aceea ca sunt capabile sa
transporte energie.
In cazul undelor electromagnetice, energia transportatd in unitatea de timp prin unitatea de
suprafatd este descrisa de vectorul lui Poynting:

S=ExH (2.15)

. L - W T Y
Unitatea de masura a marimii S este —, iar directia si sensul vectorului S coincid cu
m

directia si sensul de propagare a undei.
Alte expresii ale vectorului Poynting pot fi si:

7y = = |1

: -ExB (2.16)
€U \% U8 e-Z

incare Z, =, /E este impedanta caracteristica a mediului prin care se propagd unda.
€

2.3 APLICATII

1. Un circuit oscilant LC este format dintr-o bobind cu inductanta L =10mH si
capacitatea C = 1uF, a carei tensiune initiala are valoarea U, =50V . Sa se determine

valoarea maxima a curentului prin circuit.

2. Un circuit oscilant LC are capacitatea Incarcatd initial cu sarcina Q. Sa se determine

valoarea raportului 4 $n momentul in care energiile pe cele doud elemente de circuit

sunt egale (Wm =W, ), q fiind sarcina pe armaturile condensatorului in acel moment.
Care este intervalul de timp necesar producerii acestui fenomen?

3. Analizati transportul de energie Intr-o cavitate electromagnetica rezonanta.

Cand energia este inmagazinatd doar In cdmpul electric, ea este concentratd in lungul

axel, aceasta fiind regiunea in care E are valoarea maximad; cand este inmagazinata complet
in campul magnetic, ea este concentratd langad peretii cavitdtii. In figurd se vad directiile si

: : I o o A -
sensurile vectorului Poynting S =—-ExB 1n toate situatiile posibile. Considerand cd din

punct de vedere geometric cavitatea este un paralelipiped
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dreptunghic, fie A aria unei fete si dx grosimea (infinitezimala a) unei zone pe care o
traverseazd unda. Rezultd ca la un moment dat, energia inmagazinatd in regiunea dx
este:
1
— B?|.A-dx

0

dw = (dw, +dw, )-A-dx = l-80 -E* +
2 2-u

Tinand cont de (2.14):

dw:(é.go B(oB)+—! .B.[ED.A.dX

2'“0 C
Dar g, -u, -¢? =1, astfel ca rezulta:
E-B-A
dw = -dx
Mo -C

. < . . . dx <
Aceasta energie se propaga la distanta dx 1n intervalul de timp dt = —, astfel ca:
C

E-B-A

dw = -dt
Ho
In acest mod, densitatea de energie pe unitatea de arie si de timp este:
1
S=—-E-B,
Ho

adicd tocmai modulul vectorului Poynting.
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3. PROPAGAREA UNDELOR ELECTROMAGNETICE

3.1 GENERALITATI

Campul electromagnetic este consecinta campurilor variabile electric §i magnetic, care se
genereazd in jurul unui conductor parcurs de un curent (electric) variabil (in timp). In
conformitate cu ecuatiile lui Maxwell, in principiu orice corp ce produce camp electric sau
magnetic variabil, poate genera (radia) unde electromagnetice in spatiu, insa radiatia va fi
eficientd numai daca sunt indeplinite §i urmatoarele conditii:

e Frecventa campului (oscilatiei) este suficient de ridicata;

e Dimensiunile sistemului radiant sd fie comparabile cu lungimea de unda.
Undele electromagnetice reprezintd variatii (periodice) in timp si in spatiu ale campului
electromagnetic. Ele sunt generate in jurul antenelor de emisie, care reprezinta sisteme
oscilante deschise si se propagd in spatiu cu viteza luminii. Sunt caracterizate de o serie de
parametri ca: intensitatea, polarizarea, lungimea de unda, etc.
Distanta parcursa in spatiu intr-un interval de timp corespunzator unei perioade a oscilatiei se
numeste lungime de unda (k) Cum undele electromagnetice se propaga in vid cu viteza

luminii, relatia dintre lungimea de unda si frecventa in acest caz este:

¢ 3-10%| m-s7! 300
f f Hz f [MHz]

La distantd mare de antena de emisie, undele electromagnetice sunt plane si sunt caracterizate
de doi vectori: E, intensitatea cAmpului electric, si H, intensitatea cAmpului magnetic.
Acestia sunt perpendiculari intre ei si, in acelasi timp, pe directia de propagare. In figura 3.1 se
aratd modul de variatie In timp a campului electromagnetic.

+E

E e,
/

H

L Aol

H

Fig. 3.1

Planul caruia apartine vectorul E se numeste plan de polarizare. Daca antena radiaza un camp

electromagnetic cu vectorul E vertical, rezultd unde polarizate vertical. Acestea vor induce o
tensiune maximd numai in antenele de receptie cuprinse in plan vertical (adicd cuprinse In

planul de polarizare si deci paralele cu vectorul E ). Polarizarea undelor depinde in primul
rand de constructia antenelor de emisie si poate fi orizontald, verticald sau circulard (cand

varful vectorului E descrie o elice in spatiu). Polarizarea orizontala se foloseste cu precidere
la emisiunile TV, intrucat astfel de unde sunt mai putin atenuate de suprafata Pamantului si

o : . . . . .|V A
sunt mai putin reflectate. Intensitatea campului electric, care se masoara in {— , reprezinta in
m

acest context tensiunea indusd de campul electromagnetic intr-un conductor de 1m, pe care-1
intersecteaza cu viteza luminii.
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In propagarea lor, undele electromagnetice sunt supuse fenomenelor de reflexie, refractie,
difractie, schimbarea planului de polarizare, etc. Particularitatile propagarii depind in primul
rand de frecventi. Intdlnind diverse obstacole in propagarea lor, undele electromagnetice
induc in acestea curenti electrici; la rdndul lor, acestia genereaza campuri electromagnetice
proprii, adica undele reflectate. Reflexia undelor electromagnetice se supune acelorasi legi ca
si reflexia optica. Corpurile conductoare reflectd undele electromagnetice mai bine decat cele
izolatoare.
Reflexia poate avea loc si la incidenta undei cu neuniformitatile din troposfera sau cu straturile
ionizate din ionosfera.
Intr-un mediu omogen, undele electromagnetice se propagi in linie dreapta. Intlnind straturi
neomogene in atmosferd, traiectoria undelor se curbeaza, adicd apare reflexia. in anumite
conditii meteorologice, este posibil ca, datorita reflexiei, undele radiate in sus sa se intoarca pe
Pamant. Pe suprafata solului are loc o noua reflexie , generandu-se astfel o (altd) unda care se
poate propaga la distante mari.
Anumite obstacole intalnite pe directia de propagare pot fi “ocolite” de wundele
electromagnetice, fenomen ce se numeste difractie. Explicatia fenomenului consta in aceea ca
suprafata obiectului devine un (nou) generator de unde in toate directiile. Difractia este cu atat
mai evidenta cu cat obiectul are dimensiunile mai apropiate de lungimea de unda. De exemplu,
undele de difractie se pot obtine la suprafata (sfericd) a Pamantului — pentru undele lungi, sau
pe culmile muntilor, in cazul undelor ultrascurte.
La propagarea undelor. electromagnetice, o mare F: 930 — 250 k.
influentd o au starea si structura atmosferei. Din /\
punctul de vedere al structurii sale, atmosfera este
impartita in trei grupe:

e Troposfera, a cérei limitd superioara este de

cca. 10 — 12km; /—\E 180 — 200 km

e Stratosfera, a carei limita superioara este de
cca. 60 — 80km;
e Jonosfera.  rl

. ' , D: 90 — 130 km
Ceea ce caracterizeaza ionosfera este o cantitate T~
(densitate) mica a gazelor si una mare de ioni si W

electroni liberi, ce se formeazd in urma actiunii Fig. 3.2
razelor solare ultraviolete asupra moleculelor de gaz. o
Ionosfera este compusa din cateva straturi cu concentratii mari de ioni, deci cu proprietati
bune 1n privinta conductivitatii electrice, astfel cd undele electromagnetice ce ajung acolo vor
fi reflectate. Aceste straturi au fost notate D, E si F in figura 3.2.
Gradul de ionizare al acestor straturi depinde de radiatia
solara, modificandu-se in consecintd de la un anotimp la
altul, de la noapte la zi, sau chiar de la o ora la alta.
Marimea energiei electromagnetice reflectata de la
straturile ionizate depinde de frecventa undelor, de starea
atmosferei si de unghiul de incidenta.
Undele electromagnetice se pot clasifica dupa traseele de
propagare, astfel (figura 3.3):
e undele de suprafatd, care ajung la punctul de
receptie propagandu-se la suprafata Pamantului;
e undele spatiale, care ajung la punctul de receptie
dupa ce sunt reflectate de troposfera sau ionosfera.

Unda spatiala

Unda de suprafata
(terestra)

Pamant

Fig. 3.3
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3.2 SPECTRUL ELECTROMAGNETIC

Campul electromagnetic este un camp rotational si se propaga in spatiu sub forma undelor
electromagnetice, cu o viteza care depinde de pemitivitatea dielectricd si permeabilitatea
magnetica a mediului considerat. Frecventa undelor obtinute este egala cu frecventa cu care se
deplaseaza electronii. Cu cat este mai mare frecventa, cu atat o cantitate mai mare de energie
este transportatd 1n acelasi interval de timp. Lungimea de unda a undelor electromagnetice
variaza intr-un interval foarte larg. Astfel, in telecomunicatii se folosesc unde
electromagnetice ale caror lungimi de undad pot ajunge la valori de ordinul kilometrilor, pe
cand lungimile de unda ale radiatiilor gamma emise de unele elemente radioactive au valori de

o]
ordinul IO_IOm[l Aj. Undele (radiatiile) electromagnetice au fost prezise teoretic de ecuatiile

lui Maxwell si apoi descoperite (confirmate) experimental de Heinrich Hertz. Ele se propaga

in aer cu viteza luminii (c :3-10822300000k—mj, aproximativ egald cu viteza lor de
] S

propagare in vid. Conform acestei teorii, emise de J. C. Maxwell in 1865, lumina si radiatiile
asemanatoare (radiatiile infrarosii, ultraviolete, etc) sunt tot de naturd electromagnetica,
diferind intre ele prin lungimile de unda. Informatia se receptioneaza la distantd prin radio,
televiziune, telefonie mobild. Purtatorii informatiei sunt undele electromagnetice de frecventa
ridicatd, modulate de wundele de joasa frecventd care contin informatia. Undele
electromagnetice emise de antenele de emisie se refractd, se difractd, interfereaza si sunt
atenuate pana ajung la antena receptorului. In figura 3.4 se prezinta spectrul electromagnetic,
indicandu-se atat domeniul frecventelor, cat si cel al lungimilor de unda.

+—Frecventa
10 1022 104 101 wle R 012 101 108 108 ing 102 10°  w{Hz)
| | | | | | | | | | | I |
o
=
raze y raze X |BUV IR Microunde | FM AM) Unde radio de frecvents jnasa
=) Infrarosu Unde radio
I I I I (. 11 I 12 ) I I I
=% g~ 1912 110 w8 | ho-e 101 -2 1n? ing 104 108 04 Alm)
wib B
e R e Lungimea de unda (L) —
Spectrul vizibil =)
O O ot s
400 500 600 700

Lungimea de unds (A (nm) —>

Figura 3.4

In functie de frecventa sau lungimea de undi cu care unda (radiatia) electromagnetici se
repetd in timp, respectiv in spatiu, undele electromagnetice se pot manifesta in diverse forme.
Spectrul radiatiilor electromagnetice este impartit dupa criteriul lungimii de unda in cateva
domenii, de la frecventele joase spre cele Tnalte:

33



o radiatiile (undele) herziene, care se subimpart in trei categorii:
o unde radio de joasa frecventa;
o unde radio;
o microunde;
o radiatii infrarosii;
o radiatii luminoase (sau spectrul vizibil);
o radiatii ultraviolete;
o radiatii X (Rontgen);
o radiatii "y".
Undele radio se folosesc in general pentru comunicatii (transmiterea semnalelor radio/TV,
comunicatii prin satelit si telefonie mobila).
Microundele sunt folosite atat in comunicatii, cat si in altfel de aplicatii, ca de exemplu
cuptorul cu microunde, a carui functionare se bazeazd pe absorbtia relativ puternica a
radiatiilor cu aceste frecvente in apa sau materiile de naturd vegetala si animala.
Radiatia (“lumina”) infrarosie este foarte utild in aplicatiile din domeniul termoviziunii sau
al detectoarelor de fum (incendiu), deoarece corpurile calde au proprietatea de a emite raze
infrarosii. Ele se obtin prin oscilatiile moleculelor, atomilor si ionilor (adicd miscarea de
agitatie termica favorizeazd producerea razelor IR), iar amplitudinile lor depind de
temperatura corpurilor si de tranzitiile electronilor catre invelisurile interioare ale atomilor, cu
nivele energetice superioare. Radiatiile IR sunt si una din cele trei categorii in care sunt
impartite radiatiile solare (radiatiile infrarosii, lumina vizibila si radiatiile ultraviolete). Sunt
puternic absorbite de apa sau de alte substante, producand astfel incalzirea acestora. Si corpul
uman absoarbe aceste raze, percepandu-le ca si caldurd. Radiatiile sunt folosite in diferite
procese de incalzire §i uscare, in construirea detectoarelor cu “lumind” infrarosie, pentru
retinerea pozelor pe filme sensibile la lumina infrarosie, la fotocopiatoare termice, in analize
fizico-chimice prin spectroscopie, sau pentru transmiterea de date fard fir la distante mici, asa
cum este cazul la aproape toate telecomenzile pentru televizoare si alte aparate
(electro)casnice.
Undele milimetrice se folosesc de exemplu 1n astronomie.
Undele terahertziene au inceput abia de curand sa fie cercetate si folosite in aplicatii practice.
Radiatiile vizibile sunt singurele percepute de ochiul uman. Ele sunt emise de Soare, stele,
lampi cu filamente incandescente a caror temperaturd poate sa atinga 2000 - 3000°C, tuburi cu
descarcari in gaze, arcuri electrice. Emisia de lumina se mai poate obtine si Tn urma tranzitiilor
electronilor pe nivele energetice inferioare atomilor. Lumina vizibila este cel mai comun
exemplu de unde electromagnetice.
Radiatiile ultraviolete sunt emise de Soare, stele, corpuri incdlzite puternic si vaporii de
mercur din tuburi de sticla speciala de cuart (care nu absoarbe acest tip de radiatii). Radiatiile
continute in lumina solara se absorb in mare parte in stratul superior al atmosferei (stratul de
ozon). Cu cat altitudinea creste, cu atat creste si nivelul radiatiilor ultraviolete. Acestea duc la
schimbari la nivelul pielii: pigmentare, ardere, cancer. Lumina ultravioletd incurajeaza
formarea vitaminei D si distruge bacteriile. Este de asemenea utild in dermatologie, la
iluminatul fluorescent si la instalatii de numerotare in industrie. Radiatiile se obtin in urma
tranzitiilor electronilor de pe nivele cu energii mari pe nivele cu energii mici.
Radiatiile X (sau Rontgen) sunt emise in tuburi speciale, numite Rontgen, in care sunt
electronii sunt accelerati in cdmpuri electrice intense, astfel incat acestia patrund in interiorul
invelisurilor electronice ale atomilor anodului sau gazului din tub si smulg electroni din
straturile de langa nuclee. In urma franarii acestor electroni si in urma tranzitiilor ulterioare ale
electronilor de pe nivele cu energii mici (straturile K,L), se obtin razele X.
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Au frecvente mari si sunt folosite pentru realizarea radiografiilor medicale, deoarece sunt
absorbite diferit de muschi si de oase, impresionand astfel placile fotografice.

Tot in domeniul medicinii, razele X sunt folosite si in scopuri terapeutice, deoarece ajuta la
combaterea dezvoltdrii tesuturilor celulare bolnave (tumorilor). Produc fluorescenta unor
substante. Radiatiile Rontgen sunt utile si in descoperirea falsurilor in arta.

Fantele cu largimi d ~107*m, comparabile cu distantele interatomice din solide, produc
difractia razelor X. Forma figurilor de difractie este folositd in determinarea geometriei
structurilor cristaline.

Radiatiile cosmice si radiatiile y sunt emise n procesele de dezintegrare nucleara, in
reactiile nucleare din Soare, stele (acestea sunt absorbite de atmosferd), dar si in reactoarele
nucleare terestre. Sunt cele mai penetrante, avand frecventele si energiile cele mai mari. Ca
utilizari, sunt folosite In defectoscopie, pentru sterilizare si Tn medicina (tratarea cancerului).

3.3 APLICATII
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4. DOMENII ALE SPECTRULUI ELECTROMAGNETIC

4.1 DOMENIUL DE RADIOFRECVENTA

In radiocomunicatii este utilizat un domeniu larg de frecvente, aproximativ (0;300 GHZ), sau,

echivalent, A > Imm . Acesta este impartit in mai multe subdomenii, in functie de lungimea de

unda. Fiecare domeniu se utilizeaza pentru diferite aplicatii si tehnologii de transmisii radio.

Spectrul de radiofrecventd (RF) este de obicei supus unor reguli specifice fiecarei tari si in

general este vandut sau inchiriat unor detinatori licentiati de sisteme de transmisii radio (de

exemplu, operatori de telefonie mobila sau statii TV). Spectrul de RF este impartit in
urmadtoarele domenii:

e Extrem de joasa frecventa (ELF): A =10000+100000km (f :3+30Hz). Se foloseste
pentru comunicatiile cu submarinele la foarte mare adancime.

e Super joasa frecventd (SLF): A =1000-+10000km (f = 30+300Hz). Se foloseste pentru
comunicarea cu submarinele; frecventa c.a. industrial (50/60 Hz).

e Ultra joasa frecventa (ULF): A =100-+1000km (f :300+3000Hz). Se foloseste pentru
comunicatii in interiorul minelor.

e Foarte joasa frecventd (VLF): A =10+100km (f =3 +30kHz). Se foloseste pentru
comunicarea cu submarinele aflate in vecindtatea suprafetei apei, avalanche beacons,
monitoare cardiace wireless, sau in geofizica.

e Joasd frecventd (JF) sau undele lungi (UL sau LW): k:1+10km(f =30+300kHz).

Datorita lungimilor de undd mari, prezintd bune proprietiti de difractie, astfel incat pot
“ocoli” practic orice obstacole, putand astfel inconjura suprafata Pdmantului. Sunt cu
precadere unde de suprafatd, dar se pot propaga si prin reflexie ionosferica, cu precadere
straturile D si E avand suficienti ioni pentru a le reflecta. De asemenea, apele marilor sau
solul (eventual umed) constituie medii (conductoare) de reflexie pentru aceste unde,
indiferent de unghiul lor de incidenta. Rezulta ca legaturile realizate sunt stabile (indiferent
de anotimp), dar necesitd puteri foarte mari la emisie, ceea ce constituie un impediment
major in utilizarea lor.

e Medie frecventd (MF) sau undele medii (UM sau MW): A = 0,1 —1km (f =300+3000 kHz).

Comparativ cu undele lungi, patrund mai adanc in ionosfera. In timpul zilei, stratul E al
ionosferei le atenueazad puternic, iar noaptea sunt reflectate, cel putin partial. Din acest
motiv, UM sunt unde de suprafata in timpul zilei, noaptea fiind atat unde spatiale cat si de
suprafata. Din acest motiv, in timpul noptii se pot realiza legaturi la distante foarte mari.

e Inalti frecventa (HF) sau undele scurte (US sau
SW): A =10-100m(f = 3 +30MHz).
Cum atenuarea undelor la suprafata Pamantului se
mareste odatd cu cresterea frecventei (sau,
echivalent, cu micsorarea lungimii de unda),
rezultd cd US sunt caracterizate de o foarte mica

< < Unde
zond de propagare ca unde de suprafa‘ga.ﬂ . N T ™ terestre
Modul principal de propagare al US il constituie
undele spatiale (rezultate prin reflexie ionosfericd),
ceea ce asigura posibilitatea stabilirii unor legaturi Zona de tacere
la distante foarte mari, cu puteri de emisie Fig. 4.1

rezonabile.
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Deoarece structura ionosferei se modificd in permanentd, fiecare emitator pe US
trebuie sa fie capabil sd functioneze pe mai multe frecvente,diferite care se
repartizeaza folosind grafice speciale si studii de prognoza.
Noaptea se foloseste cu precddere partea inferioara a gamei (40 — 75m), iar ziua partea
superioard (11 — 41 m). Datorita faptului ca la punctul de receptie apar unde ce au
urmat trasee diferite, precum §i miscarii continue a straturilor ionizate ale ionosferei,
apare fenomenul de fading, adicd o variatie aleatoare a intensitatii semnalului
receptionat. De asemenea, la o anumita distantd de emitator apare o ,,zona de ticere”
(silence zone), in care nu se receptioneaza nici undele de suprafata, nici cele spatiale,
asa cum este ilustrat in figura 4.1.

e Foarte inaltda frecventd (VHF) sau undele ultrascurte (UUS sau USW):
A =1-10m(f = 30+300MHz). Acestea nu sunt reflectate de ionosferd, pierzandu-se

astfel n spatiu. Din acest motiv, legaturile pe UUS se realizeazd prin unde terestre.
Existd unele asemdnari intre UUS si undele luminoase (vizibile): se difractd putin,
legaturi stabile stabilindu-se astfel numai in limita vizibilitatii directe. Aceasta se
determind aproximand Pamantul cu o sfera cu raza de 6370km (figura 4.2). Se obtine:

Dmax B Dmax :3’57( hl + h2)[km] (4'1)
A A o IS
% unde h; si hy [m] reprezinta inaltimile celgr
doud antene: de emisie si de receptie. In
troposfera normald, apare totusi o mica
difractie, ceea ce face ca distanta data de (4.1)
sd se mareasca intrucatva:

Dy = 412-({n, + ;) [km] 4.2)

In unele conditii de presiune, temperatura si
umiditate, neuniformitatile din troposfera pot
reflecta UUS, astfel incat in acele conditii

O distanta de propagare poate creste mult,
Fig. 4.2 putand ajunge chiar la valori de ordinal miilor
de km.

Se folosesc in transmisiuni radio cu modulatie de frecventd (FM), transmisiuni TV,
PMR (Professional Mobile Radio — la Taxi de exemplu), transmisiuni video digitale
terestre, imagistica cu rezonantd magnetica.

e Ultra inalti frecventa: A =10—100cm (f = 300 <+ 3000 MHz). Se  folosesc in

transmisiuni TV, PMR, cuptoare cu microunde, GPS, comunicatii telefonice mobile
(GSM, Universal Mobile Telecomunication System 3G, High Speed Downlink Packet
Access 3,5G), telefoane cordless (DECT), WLAN (Wi-Fi 802.11 b/g/n), Bluetooth.

e Superinaltad frecventd (SHF): A =1-10cm (f =3+30 GHZ): TV satelit, WLAN (Wi-Fi
802.11 a/n), dispozitive de microunde, WiMAX (Worldwide Interoperability for
Microwave Access — un protocol pentru acces fix sau mobil la Internet), radare.

e Extrem de inalti frecventa (EHF): A =1-10mm(f =30+300GHz). Se folosesc la

legdturi inter-satelit, dispozitive de microunde, WiMAX, radare de naltd rezolutie,
arme cu energie directionatd (Sisteme de apdrare active, de exemplu sistemele
antirachetd), scanere cu unde milimetrice.
La frecvente mai mari de 300 GHz, absorbtia radiatiei electromagnetice de catre atmosfera
terestra este atdt de pronuntatd incat aceasta devine practic opaca, pentru a redeveni
transparentd pentru domeniul frecventelor din spectrele de infrarosu si vizibil.
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O banda este o mica parte a spectrului frecventelor de radiocomunicatii, in care canalele sunt
folosite de obicei in acelasi scop.

Pentru a preveni interferentele si In general pentru o utilizare eficienta a spectrului de RF,
fiecarui serviciu 1i este alocatd o banda. De exemplu, radiocomunicatiilor, radiotelefoanelor
sau comunicatiilor folosite la navigatie li se aloca domenii de frecventa disjuncte (care nu se
suprapun).

Fiecare din aceste domenii (benzi) are un regulament care stabileste cum va fi folositd sau
partajatd, pentru a se evita interferentele si pentru a se stabili protocoale de compatibilitate
intre emitatorii §i receptorii informatiilor.

4.2 DOMENIUL INFRAROSU

,Lumina” infrarosie (IR) este o radiatie electromagnetica cu lungimea de unda superioara celei
a luminii vizibile, incepand cu pragul nominal de vizibilitate a culorii rosii (700nm = 0,7um),
si extinzandu-se conventional pand la 300um. Aceste lungimi de undd corespund unui
domeniu de frecventa aproximativ intre 1...430THz si include cele mai multe dintre radiatiile

termice emise de obiectele aflate la temperatura ambiantd. Microscopic, radiatia IR este emisa
sau absorbita de molecule atunci cand apar modificari in miscarea lor de rotatie/vibratie.
Lumina solari la zenit produce o iradiere de cca. 1 kW/m?, din care 527W reprezinti radiatie
infrarogie, 445W sunt datorati luminii vizibile si 32W reprezintd contributia radiatiei
ultraviolete.

Corpul omenesc la temperaturd normala emite radiatii infrarosii cu lungimea de unda in jurul
valorii de 12um .

La nivel atomic, energia infrarosie provoacd o miscare de vibratie a moleculelor printr-o
schimbare a momentului magnetic al dipolului, ceea ce produce un domeniu de frecvente
extrem de util pentru studiul nivelelor acestor energii moleculelare. Spectrografia cu raze IR se
bazeaza pe studiul frecventei si intensitatii fluxului de fotoni (absorbiti sau cedati) de corpul
supus analizei.
Imagistica in infrarosu este larg utilizata, atat in scopuri civile cat si militare.
Aplicatiile militare sunt in domeniul supravegherii, descoperirii/recunoasterii tintelor,
urmaririi tintelor/ghidarii rachetelor catre tintd, sau vederii nocturne (“night vision”).
Aplicatiile civile includ senzori termici fara contact, comunicatii wireless la distante mici
(telecomenzi), spectroscopie si 1n previziunile meteorologice. Astronomia IR foloseste
telescoape echipate cu senzori IR pentru a penetra regiuni neclare (ca de exemplu nori
moleculari), sau detecteaza diverse obiecte in spatiu (chiar si planete), ori vizualizeaza obiecte
(cosmice) datand de la inceputurile Universului, avand spectrul puternic deplasat fata de rosu.
Orice obiect emite o radiatie infrarosie, dar in general numai o parte a acestui spectru este de
interes, deoarece senzorii sesizeazd radiatia numai in interiorul unei anumite zone a benzii.
Din acest motiv, spectrul IR este subdivizat in mai multe parti mai mici.
Comisia Internationalda a Iluminarii (The International Commission on Illumination - CIE)
recomanda divizarea spectrului IR Tn urmatoarele trei benzi:

e [R-A (IR apropiat): 700nm...1400nm(0,7um...1,4um).

e [R-B: 1400 nm—-3000 nm (1.4 uym — 3 pm)

e [R-C: 3000 nm—1 mm (3 pm — 1000 pum)
Domeniul IR apropiat (NIR — near infrared, IR-A) este definit de absorbtia (radiatiei) In apa si
are aplicatii cu precadere in domeniul comunicatiilor prin fibre optice (datorita nivelului redus
al atenudrii in SiO; - silica) sau in domeniul unor aplicatii in imagisticd, ca de exemplu
dispozitive “night vision” sau ochelari de acest tip.
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Domeniul IR cu lungime mica de unda (SWIR - Short-wavelength infrared, IR-B) are aplicatii
in domeniul telecomunicatiilor la mare distanta, cu precadere in domeniul 1,53...1,56pum .

Datorita naturii aplicatiilor sale, domeniul IR-C se subimparte in mod obisnuit in trei
subdomenii:

Domeniul IR intermediar (MWIR - Mid-wavelength infrared, IR-C): A =3...8um. In

tehnologia rachetelor dirijate, aceastd portiune a spectrului este ,,banda atmosferica” in
care lucreaza capetele de ghidare ale rachetelor IR pasive (passive IR 'heat seeking'
missiles). De obicei, aceste rachete se ghideaza dupa jetul de gaze de evacuate de
turboreactoare.

Domeniul IR cu lungime mare de unda (LWIR - Long-wavelength infrared, IR-C):
A =8..15um, este regiunea de termoviziune ("thermal imaging" region), in care
lucreazd senzorii care pot obtine o imagine pasiva completd a unui obiect, bazata
exclusiv pe emisiile sale termice, fard a fi nevoie de surse externe de lumina sau
caldura (soare sau un alt “iluminator” IR). De asemenea, acesta este si domeniul in
care lucreaza dispozitivele FLIR (Forward-looking infrared) — camerele de filmare IR
sau dispozitivele de termografie.

Domeniul IR indepartat (FIR - Far infrared, IR-C): A =15...1000um are aplicatii in
domeniul laserilor.
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5. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR PERIODICE

5.1 CARACTERISTICI GENERALE ALE SEMNALELOR

In telecomunicatii semnalele sunt marimi fizice cu ajutorul cdrora se transmit mesaje.
Clasa semnalelor ce se transmit este foarte largd, in practica intalnindu-se o varietate foarte
mare de semnale.
semnal, acestea se pot clasifica In doua grupe:
» Semnale deterministe, care pot fi exprimate prin functii analitice de timp cu un
numdr finit de parametri.
» Semnale aleatoare, care nu pot fi exprimate prin functii analitice de timp cu un
numdr finit de parametri, ci prin functii aleatoare. Prin aprecieri probabilistice se

efe, e

sau continue de functii elementare (exponentiale, sinusoidale, treapta unitate ...).
Observatie:
Aceasta reprezentare matematica este utila pentru urmatoarele scopuri practice:

1) Determinarea intervalului de frecvente (banda de frecventd) ce trebuie alocat
canalului de telecomunicatii destinat transmiterii semnalului;

2) Determinarea raspunsului circuitelor liniare la un semnal dat. Aceasta se realizeaza
prin determinarea raspunsului circuitului analizat la un semnal elementar si apoi,
aplicand principiul superpozitiei, se determind raspunsul circuitului la suma
semnalelor elementare ce compun semnalul dat.

Analiza semnalelor se simplifica dacd functiile de timp prin care se exprimd au unele
proprietati:

1) periodicitatea;

2) simetria;

3) continuitatea;

5.2. TIPURI DE SEMNALE ELECTRICE; PARAMETRII SEMNALELOR

Din intreaga diversitate de semnale electrice se prezintd in mod mai aménuntit doar céteva.
Semnalele vor fi prezentate sub forma analitica si graficd, punand in evidentd parametrii
electrici ai acestora.

5.2.1. Semnale periodice
5.2.1.1. Semnale sinusoidale (cosinusoidale)

Expresia analitica a semnalului este:

X(t)zAsin (coot+(p0) (5.1)
Considerand ca (5.1) descrie un semnal electric (tensiune sau curent), parametrii ce-l
definesc sunt urmatorii:

» A [V]sau[A]— amplitudinea semnalului;

Observatie:

Valoarea efectivd a semnalului are expresia:

A =gA ~0.707 A (5.2)
» o, [rad/s] — pulsatia;

2 : C .
Cum o, = ?n =2nf se potpune in evidentd alti doi parametri:

» f [Hz] - frecventa semnalului; (5.3)
» T [s] —perioada semnalului (5.4)

5.1



Observatie: f =% (5.5)

> @, [rad] — faza initiala. (5.6)
Conform relatiilor (5.2)... (5.6), expresia analitica (5.1.) a semnalului sinusoidal are forma:
x(t)=v2 A sin(2nft+¢,)=v2 A, sin(zTntJr(pOj (5.7)
Forma de unda a unui astfel de semnal este (re)prezentata in figura 5.1.
A X(t)
A — —
_ %o
o, t
| |
I @ |
[ |
I, %o I

< >l
< g

Fig. 5.1: Forma de unda a unui semnal sinusoidal (cosinusoidal)

5.2.1.2. Semnale dreptunghiulare
Expresia analitica a semnalului este:

X, t<t<t,
x(t) = (5.8)
X O<t<t,;t, <t<T

n

Forma de unda a semnalului (5.8) este (re)prezentata in figura 5.2.

x(t)4 T .
>

T 1 1
X |- =

t t T+t T+t t

Xn

Fig. 5.2: Semnalul periodic dreptunghiular
Parametrii electrici ai semnalului periodic dreptunghiular sunt urmatorii:
» Xp, Xn [V] sau [A] — nivelele intre care evolueazd semnalul; existd doud cazuri
particulare importante:
0 X, =0 sau X, =0 (impuls pozitiv, respectiv negativ);
o X, =-X, (impuls simetric);
» T [s] —perioada semnalului;,

» 1=t, —t, [s] — durata impulsului, (5.8)
> qz% — factorul de umplere al semnalului. (5.9)
Observatie:
Factorul de umplere al unui semnal periodic dreptunghiular are o valoare subunitara:
0<q<l (5.10)

In cazul unui semnal periodic dreptunghiular se pune in evidentd componenta continud a

acestuia, definita ca 1naltimea dreptunghiului cu “aria” egalad cu cea de sub reprezentarea
b

grafica a semnalului pe o perioada (aria este pozitiva, iar “aria” are semn, “+” sau “-"):

1 1 ty t+T -
X e =¥Jx(t)dt == [Xpdt+ [X,dt |= ?(Xp ~X, )+ X, (5.11)
T t 5]
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5.2.2. Semnale neperiodice

Se prezintd expresiile matematice si formele de undd a doud impulsuri des utilizate in
telecomunicatii.

5.2.2.1. Impulsul video

Expresia analitica a semnalului este:

® A t, <t<t, (5.12)
X = .
v 0 te(t,,t,)
Forma de unda a semnalului este prezentata in figura 5.3. x(0)
Parametrii electrici ai impulsului video sunt urmatorii: Ad--
» A[V]sau[A] — amplitudinea semnalului; —
t

» 1=t, —t, [s]— durata impulsului. ol N
ot

5.2.2.2. Impulsul radio Fig. 5.3: Impulsul video
Expresia analitica a semnalului este:

Acos(m,t t, <t<t
xr(t)z{ ( 0) 1 2

0 te(t,,t,) -13)

Observatie:

Se poate scrie ca:

X, (t) =x, (t)cos(Q,t) (5.14)
undex , (t) este impulsul video.

Parametrii electrici ai impulsului radio sunt urmatorii:
» A [V]sau[A] — amplitudinea semnalului;
> 1=t, —t, [s] — durata impulsului;
» , - pulsatia semnalului periodic sinusoidal (cosinusoidal) ce intrd in componenta
impulsului radio.

Observatie: x(0) 1 L v N

Se poate pune in evidentd perioada To, P — | |<T—°> |

respectiv frecventa fo a semnalului periodic | |

sinusoidal  (cosinusoidal) ce intri fin : !

componenta impulsului radio, astfel: 0 I ! t
2n ' >
Ty

Impulsul radio se obtine prin “decuparea”

unei durate finite T a unui semnal periodic
sinusoidal (cosinusoidal).
Forma de unda a unui impuls radio (cosinusoidal) este prezentata in figura 5.4.

5.3. REPREZENTAREA SEMNALELOR iN DOMENIUL TIMP SI iN DOMENIUL
FRECVENTA

Orice semnal x(t) poate fi caracterizat prin doud reprezentari:

» reprezentarea in domeniul timp;

» reprezentarea in domeniul frecventa;
Aceste reprezentari mai sunt denumite in mod curent:

» forma de unda a semnalului;

» spectrul de frecvente al semnalului;
Oricare din aceste doud reprezentdri caracterizeaza in mod univoc semnalul, adicad unei
reprezentari in domeniul timp 1i corespunde o singura reprezentare in domeniul frecventa si
invers, unei reprezentari in frecventa 1i corespunde o singura reprezentare in timp.

Fig. 5.4: Impulsul radio
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Observatii:
> In cazul semnalelor periodice trecerea de la o reprezentare la alta se obtine cu
ajutorul seriilor Fourier.
> In cazul semnalelor neperiodice trecerea de la o reprezentare la alta se obtine cu
ajutorul transformatei Fourier sau Laplace.

5.3.1. Reprezentarea in domeniul timp si frecventi a unui semnal sinusoidal

Expresia analiticd a semnalului este

x(t)=A, sin(o,t+o,) (5.15)
Reprezentarea in domeniul timp se obtine considerand ca variabild independenta timpul.
'y x(t)
A — —
_ %o
(O t
| | >
| |
o :
o |
" T R 2
Alo)t o(o)t
Aof-——-

Pg|——-
b) I c)

oy (f0) o () oy (f0) o (0

Fig. 5.5: Semnal sinusoidal ( cosinusoidal)

a) forma de unda
b) spectrul de amplitudini
¢) spectrul de faze
Grafic, se obtine forma de unda a semnalului prezentata in figura 5.5a.
Reprezentarea in domeniul frecventd se obtine considerand ca variabilda independenta
pulsatia, ®, (sau frecventa, fo).
Grafic, se pot obtine doud reprezentari:
» spectrul de amplitudini al semnalului in care se ilustreazd variatia amplitudinii
semnalului functie de pulsatie (frecventd) - A(co) sau A(f) - vezi figura 5.5b.
» spectrul de faze al semnalului in care se ilustreaza variatia fazei semnalului functie
de pulsatie (frecventd ) - ¢(w)sau o(f)- vezi figura 5.5c.

5.3.2. Reprezentarea in domeniul timp si in frecventi ale unui semnal exprimat
printr-o suma de semnale sinusoidale.

Expresia analiticd a semnalului este de forma:

N
x(t)zZAk sin(cokt+(pk) (5.16)
k=1
Spectrul de amplitudini al semnalului este (re)prezentat in figura 5.6a iar spectrul de faze
in figura 5.6b.
Observatii:
» Fiecdrei componente sinusoidale a semnalului (5.16) 1i corespunde o singurd linie
spectrald (fie de amplitudini, fie de faza);
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» Sumei de semnale sinusoidale ii va corespunde un spectru discret de amplitudini,
respectiv de faze (fiecarei frecvente 1i va corespunde valoarea corespunzatoare a
amplitudinii, respectiv a fazei);

» Cum metoda de analiza spectrala a unui semnal periodic nesinusoidal este de a-1
aproxima printr-o suma de semnale sinusoidale de frecvente diferite si cum fiecarei
frecvente 1i corespunde o singurd amplitudine, respectiv faza, rezultd ca acestui
semnal 1i corespunde un spectru discret de amplitudini (faze);

» Daca in expresia (5.16) N— oo, iar (oJk+l -, )—) 0 in diagramele spectrale de

amplitudini i de faze, liniile spectrale devin atat de dese incat nu se poate face
distinctie intre doua linii succesive. in acest caz, spectrele discrete A, (o, )si

¢, (o, ) se transforma in spectre continue, ce se vor nota A(o) si ¢(w).

Ak("’)“ A,
A
As
An
| of)  ®
o (@) @ (f) 0y (F2)  o5(f3) oy (fy)
?3
ON
0 P2
T l o(f) b
op (f) 0y ()  o3(f3) oy (fx)
Fig. 5.6: Spectrul de frecventa al semnalului exprimat printr-o suméa de semnale
sinusoidale

a) Spectrul de amplitudini
b) spectrul de faze

5.4. ANALIZA SEMNALELOR
5.4.1. Generalitati

Conform definitiei din 5.1.1. analiza semnalului x(t) consta in echivalarea sa printr-o suma
de semnale elementare (serie Fourier):

x()=3 a,£, (1) (5.17)
n=0

in care:
» an sunt coeficienti;
» fa(t) sunt expresiile analitice ale semnalelor elementare;
Observatii:
1) Este indicat ca functiile fu(t) sa aiba o reprezentare analitica simpla;
2) Relatia (5.17) este deosebit de importantd in cazul circuitelor liniare la care se
poate aplica teorema superpozitiei; dacd y(t), ¢, (t) sunt raspunsurile circuitului

liniar la semnalele x(t), fu(t) se poate scrie ca:
N

y(0)=22,0,(t) (5.18)
n=0

In acest caz raspunsul la semnalul x(t) se deduce prin sumarea raspunsurilor

partiale, obtinute pentru semnalele elementare fu(t);
3) N poate fi finit sau infinit. Calculele sunt mai comode atunci cand N este finit si de
o valoare micd; in acest caz atdt semnalul cat si raspunsul se exprima printr-un
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numar redus de termeni. Cum N este teoretic infinit, se constatd cd valorile
coeficientilor an devin neglijabile incepand cu o valoare nmax a rangului n. Prin
urmare se pot neglija termenii cu rangul n >n obtinandu-se astfel o exprimare

max ?
aproximativa a semnalului x(t).

Analiza (spectrald a) semnalului consti in determinarea coeficientilor a, atunci cind

este dat semnalul x(t) si cdnd este precizat setul de functii f.(1).

5.4.2. Alegerea setului de functii fu(t)

Setul de functii trebuie sa se bucure de proprietatea de ortogonalitate, adica:

to+T o
0 {Cz daca m=n

J.fm(t)fn(t)dt =1 (5.19)

daci m#n

unde C reprezintd norma functiilor;
Observatii:
1) in cazul in care C=1, setul de functii se spune ci este orfonormat.
2) In cazul in care una din functiile fa(t) este o constanti A, aplicand (5.19)

se obtine valoarea constantei:

A S (5.20)

JT
Concluzie:
Pentru a realiza analiza Fourier a semnalelor, se apeleaza la urmatorul set de functii
trigonometrice:

L,cos nz—nt ,sin[nﬁt (5.21)
2 T T

5.5. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR PERIODICE

Analiza spectrala a semnalelor periodice constd in descompunerea acestora in functii
elementare (semnale sinusoidale de amplitudini, frecvente si faze initiale diferite) obtinute
cu ajutorul seriilor Fourier.
Dezvoltarea in serie Fourier poate sa ia mai multe forme:

» forma trigonometrica ( SFT);

» forma armonica ( SFA);

» forma exponentiala ( SFE);

5.5.1. Forma trigonometrica a dezvoltarii Fourier ( SFT)

Expresia matematicd a dezvoltarii semnalului x(t) in serie Fourier trigonometrica este
urmatoarea:

x(t)=C, +ZCn cos (nw,t)+ an sin (nw, t) (5.22)
n=1 n=1

unde f =%=& reprezintd frecventa (de repetitie) a semnalului periodic — frecventa

27

fundamentala.
Pentru determinarea coeficientilor Co, Cn, Sn, se procedeaza dupa cum urmeaza, avandu-se
in vedere faptul ca integrala unei functii periodice pe o perioada este nula:

(5.22)= lx(t)dt =C,TC, = %lx(t)dt
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(5.22)= jx(t)cos(kcoot)dt =Cy Icosz (kaoyt)dt = %@
T T

0
o

- %J'x(t)cos(kmot)dt

T

(5.22)= [ x(t)sin(ke, thdt =, [sin® (ko t)t = %@
T T

o8, = % ‘T[x(t)sin(kmot)dt

S-a tinut cont de urmatoarele relatii, care pot fi verificate cu usurinta:
_[cos(kcoot)sin(pmot)dt =0, Vk,peN

T
0, k#p

Icos(k(oot)cos(pﬂ)ot)dt =11 k=

g 2 <P
0, k#p

Isin(koaot)sin(pcoot)dt =41 k=p

T 2
Ca exemplificare, se pot demonstra ultimele doua relatii pentru cazul k =p:
I:=Icosz(km0t)dt I+J='[dt=T
T = T j I = J = —
J= J.sin2 (kaot )dt [-J= Icos(2kc00t)dt =0 2
T T
Intr-o exprimare echivalenti, s-a demonstrat c¢a functiile sin si cos sunt ortogonale.

In concluzie, coeficientii Co, Cn, Sn, se calculeaza cu relatiile:

> C, :% j x(t)dt (5.23)
T

> C, =% j x(t) cos (ko t)dt (5.24)
T

> S, =% [ x(V)sin (koo t)dt (5.25)
T

5.5.2. Forma armonica a dezvoltarii Fourier ( SFA)

Seria trigonometrica poate fi reprezentatd intr-o forma mai compactda, denumitd forma
armonica, utilizand numai functii cosinusoidale.

x(t) = ZAH cos(nowyt+0,)=A, +Z:An cos(nwyt+o, ) (5.26)
n=0 n=l
unde
> A, =4Cl+S: (5.27)
> A, =C, (5.28)

» La determinarea defazajelor ¢,, trebuie observat ca aceasta revine la o

transformare de tipul: Ccosx +Ssinx = Acos(x +9), cu A=~/C’>+S* >0.
Pentru a incadra aceste defazaje in intervalul —n<¢@ 6 <m si t{inand cont de
semnele coeficientilor C si S, se obtin prin trigonometrie elementara rezultatele:
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g daci C, =05siS, <0
n y .
—3 dacaC, ,=0s1S, >0
T —arctg z“ daca C, <0siS, <0
¢, = S ) . (5.29)
—n—arctgcn daca C, >0siS, >0
daca C, >0s1S, =0
T daca C <0s1S, =0
S .
—arctg C“ daca C, >0si S, #0

Seria Fourier armonicd (SFA) dd o descompunere a semnalului periodic intr-o suma de
semnale cosinusoidale ale caror frecvente sunt multipli ai frecventei fundamentale fo a
semnalului periodic; similar se poate deduce o SFA 1n sinus.
Punand intr-o forma desfasuratd expresia (5.26) se pun in evidentd componenta continua si
armonicile semnalului:
» Componenta continud - (la frecventa f =0)
A, =C,

» Armonica fundamentald (fundamentala) - la frecventa f =f, = % ,n=1:

A, cos(l-m0t+(p1)= A, cos(m0t+(p1)

» Armonica de ordinul doi — la frecventa f = 2f, = % ,n=2:
A, cos(2o,t+¢,)
. . k
» Armonica de ordinul k — la frecventa f =kf, = T n=k:
A, cos(kayt+@, )
Observatii:

» In cazul in care functia care descrie semnalul x(t) este pard, dezvoltarea in serie
trigonometrica va coincide cu dezvoltarea in serie armonica. Din (5.25) se obtine ca

S, =0si din (5.27) rezultd ca A, :|Cn|. De asemenea, din (5.29) rezultd ¢, =0
sau ¢, =m,dupa cum C, >0, respectiv C, <0.
Ca urmare, semnalul x(t) poate fi scris sub forma:
x(t)=C, + Z|Cn|cos(n(oot+(pn), cu g, € {O;n} (5.30)
n=l

> In cazul in care functia care descrie semnalul x(t) este impara, conform (5.24) se
obtine cd C, =0si din (5.27) rezultd ca A, = |Sn|. Din (5.23) se obtine ca C, =0,
adicd semnalul nu are componenta continua. De asemenea, din (5.29) ¢, = —g

sau @, = g, dupd cum S, >0, respectiv S| <0.

Ca urmare, semnalul poate fi scris ca o suma de functii (co)sinusoidale de forma:
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x(t)zZ:SIl cos(nwyt+@, ), cu @, e{—E;E} (5.31)
n=1
Concluzii:
1) Caracterizarea in domeniul frecventd se realizeazda prin diagramele spectrale

asociate seriei armonice, spectrul de amplitudini: A, (nw, )sau A (nf,) si spectrul
de faze: @, (no,) sau ¢, (nf,).

2) Valoarea coeficientilor reprezinta amplitudinile armonicelor de pulsatie nw, (sau
frecventa nfo).

3) Liniile spectrale asociate seriei armonice vor fi localizate la pulsatiile (frecventele)
0, ®,,20,...

5.5.3. Banda de frecventa ocupata de un semnal periodic

Teoretic, spectrele semnalelor periodice acoperda domeniul de la ®w=0 (componenta
continud sau valoarea medie a semnalului) la w—>o. Practic, spectrele sunt limitate.
Reprezentarea diagramei spectrale de amplitudini pune in evidenta legea de descrestere a
amplitudinilor armonicelor, permitand si se limiteze seria la termenul de rang nmax,
amplitudinile componentelor devenind neglijabile pentru n >n, . .

Trunchierea seriei de la un anumit termen depinde de cerintele impuse tipului de
comunicatie care utilizeaza semnalul respectiv. Se pot considera neglijabile componentele
ale caror amplitudini sunt mai mici decat o anumitd fractiune din amplitudinea
fundamentalei: A, <A, -p%. (5.32)

O altd modalitate de determinare a benzii este considerarea acelor armonici ce asigura o
energie de cel putin w% din energia totald a semnalului. Cum marimea ZAi este
n=0

proportionala cu energia semnalului, rezulta cd aceastd conditie se poate scrie sub forma:

DS (ZAﬁJ.w%. (5.33)
n=0 n=0

In urma realizarii analizei spectrale se poate determina latimea benzii de frecvente ocupati
de acel semnal, ludnd de exemplu 0 <p <10 sau 90 <w <100.

In cazul spectrelor care prezintd anuldri (frecvente la care amplitudinile armonicilor
corespunzatoare sunt nule), in multe cazuri banda se considera ca intervalul cuprins intre 0
(zero) si prima frecventa la care armonica este nula.

5.5.4. Algoritmul utilizat in analiza spectrala

Pentru o cat mai corectd abordare a pasilor matematici ce au ca scop analiza spectrald a
unui semnal periodic, se propune urmatorul algoritm:
1) Scrierea expresiei matematice a semnalului;
2) Reprezentarea grafica a evolutiei in timp a semnalului;
3) Analiza simetriei semnalului (Un semnal eventual par sau impar duce la o
simplificare in calculele matematice);
4) Dezvoltarea in serie Fourier trigonometrica (SFT) a semnalului - calculul
coeficientilor Cn si Sn, conform (5.23) — (5.25);
5) Scrierea seriei Fourier armonicd (SFA) a semnalului — calculul coeficientilor Ao ;i
An, precum si a defazajelor ¢, , conform (5.27) — (5.29);

6) Reprezentarea spectrului de amplitudine si de faza;
7) Determinarea largimii de banda a semnalului.
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5.6. APLICATII

5.6.1. Analiza spectrala a semnalului liniar variabil periodic

Ax(0)

Fig. 5.7: Impulsul liniar variabil periodic

a) Impuls oarecare;

b) Impuls triunghiular pozitiv;

¢) Impuls triunghiular simetric;

d) Impuls “dinte de fierastrau” crescator;

e) Impuls “dinte de fierastrau” descrescétor ;
f) Impuls dreptunghiular.

Forma cea mai generala a unui astfel de impuls este cea din figura 5.7a, iar in figurile
5.7b, ..., 5.7f sunt reprezentate cazurile particulare cele mai folosite in practica. Astfel,

5 5 t, t, t , ,
daca se noteazd q, = T q, :?, q; :F cu 0<q,<q, £q; <1, cazurile particulare

reprezentate in figura 5.7 sunt urmatoarele:

°q,=q, = %;q3 =1;X_=0;X, =X (impuls triunghiular pozitiv, figura 5.7b); se poate
observa ca acest semnal este par;

°q, =49, :%;q3 =1;X, =-X_ ;:% (impuls triunghiular simetric, figura 5.7c); acest
semnal este de asemenea par, putdnd fi transformat si intr-unul impar (prin schimbarea
sau transformarea de variabild t=t+ % );

°q, =q, =q; =1;X_=0;X, =X (“dinte de fierdstrau” crescator, figura 5.7d);

°q, =q, =0;q; =1;X_=0;X, =X (“dinte de fierastrdu” descrescdtor, figura 5.7¢);

e De asemenea, in figura 5.7f se poate observa cd daca q, =0;q, =q; :=q, atunci se
obtine semnalul periodic dreptunghiular (de tipul celui din figura 5.2).
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Rezolvare
1) Expresia matematica a semnalului oarecare (figura 5.7a) este urmatoarea:

XX ox 227X X daca 0<t<t, =q,T
t qT

X, daca t, <q,T<t<t,=q,T

=1 x. -x. L BX —aX

(45 —q3)T d> —d;

X dacd t;=q;T<t<T

+

daca t,=q,T<t<t;=q,;T

2) Forma de unda a semnalului este cea din figura 5.7a.

3) Functia nu este nici para nici impara. Pentru simplificarea scrierii se introduc notatiile:

X, -X_
o a =—"—
qT
e a, = X+_X—
> (qp-gy)T
* b2 = qZX— _q3X+
92 —q3

4); 5) SFA:  x(t) = iAn cos(nwyt+@, )= A, + iAn cos(nwyt+¢@, ), unde o, = ZT_TE

n=0 n=1
1 T 1 qT qT qzT
A, = th)dt_— _[at+X dt+JX dt+j a,t+b, dt+JX dt
TO T 0 qT qpT asT
1 t2 qT t2 q3T
=clag] raTX +T(q, —q,)X, +a, ) +b,T(q; —q,)+ T(1—q;)X_ |=
0 qu
T a,T
P T q2)27+b2(Q2 —q3)+(a, —q)X, +(1+q,—q5)X_ =

X, -X

X
:T_ql +(l+(h _Q3)X— +((lz _CI1)X+ _%(QZ +CI3)_C12X— +q5X, =

:%(% T4y —q; )+X(1——q3 +(122 _qu
qlT q2T
. J.(alt +X_ )cos(nmyt)dt + X, J.cos(n(oot)dt +
2 2
C, :¥J.x(t)cos(n0)0t)dt =T Oqu at
0 j(a t+b, )cos(nwyt)dt + X jcos nm,t)dt
qT q3T

A C . 27 .
Efectuand calculele cu atentie si tinand cont ca ©, = T se obtine:
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¢ 93~ 95+9;cos(2ng;m)+ g, cos(2nq, ) g cos(2nq,m) - q, cos(2ng,m)
' 2n°q;(q; —q, )’ i
ALK cos(2ng, 1) - g, cos(2nq, 1)+ g, cos(2nq, ) - q; — g, cos(2nq; 1) +q, X

2112C11((l3 —q2 )’52 i

C = (45 — 9, 1 - cos(2nq, ©))+ g, (cos(2nq; ) - cos(2ng, 7)) e

’ 2n°q,(q; —q, )’ -
( —q, fcos(2nq, ) - 1)_(11(005(2nq375)_COS(ZH%TC))X
2n°q,(q; - g, )n” '
[ 1 cos 2nq1 ql(cos(2nq3n)—cos(2nq2n))J(X _x )
2n’ qln 2nq, (a5 — g, Jn® o
(Sm n(h _ sin(n (n(q; +9, )m)sin(n(q, _(h)n)j(x ~X,)
n-q;m (CI3 92 )’”52 i '

(( +q; )sinc(n(q; +4, )n)sinc(n(q; —q, )n)—q sincz(nqln)XX+ -X_)
unde

X

. _ sin(x) pentru x # 0
sinc(x)=
1 pentru x =0

este functia sinus atenuat a carei reprezentare grafica este prezentata in figura 5.8.

sinc(x)? sin(x)

Fig. 5.8: Formele de unda a semnalelor sinus atenuat, sinc(x) si sin(x)

QT QT
. ) _[(a t+X_ )sin(no,t)dt+ X, Isin(n w,t)dt +
_~ . _=| 0 T
S, = Tz[x(t)sm(n(oot)dt T| et
J.(a t+b, )sin(nwyt)dt + X _ Ism (noyt)dt
qxT q3T

g __(a3-a,)sin(2nq,m)—q,(sin(2nq;7)—sin(2ng, 7)) |
2n%q,(q; —q, )n°
—q sin(2nq, )~ q, sin(2nq, )+ q, sin(2nq, )+ q, sin(2nq ;)
2n°q,(q; —q, )’
S - sin c(2nql7r) 3 ql(sin(2nq3n)—sin(2nq2n)) (X+ —X_)
nm 2n%q,(q; —q,)n”

n

X

+
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X, X

+ —

nmw

S, = (sin c(2nqln) —sin c(n(q3 —q; )TC)COS(H(% +q, )75))

si |[A,|=4/S; +C. ; @, se determind cu o relatie de tipul (5.29), functie de seria armonicd

dorita (in cos sau in sin).
In continuare se vor particulariza rezultatele obtinute pe unele din cazurile particulare din
figura 5.7.

5.6.2. Analiza spectrald a semnalului drepunghiular
Semnalul periodic dreptunghiular este cazul particular q, =0;q, = q5 :=q (figura 5.7f).

Cunotatia A =X, —X_, se obtin rezultatele:

X — )
o A, :T+(2q—0)+X( —2q—20j=qA+X,ad1C€l(5.ll);

. C - [sin c(O)sin(2anc) 3 OJA _ sin(2nq7‘c)A :
nn nm

. S - (sin c(0) _sin c(O)cos(2anc)JA _1- cos(2nqn)A
nm nm nmn
e SFAincos:

A, =4C.+8S. = £1/2 —2cos(2nnq) = 2|sin(7mqlA = 2|sin(1tnq)|A =
nn nn mn

_20A |sm(nnq)

(0]

= 2qA|sin c(nnq)|

1- cos(2nnq)j _ —arctg[ 2sin’(nnq) J .

sin(2ntnq) 2sin(nng)cos(nnq)

nnq

o o, = —arctg(sj—rl = —arctg[

n

¢, =—mnq, cu observatiile cd acest defazaj trebuie incadrat in intervalul

[0 ; TE] si ca trebuie sa se aiba in vedere cazurile mentionate in (5.29).
Corectitudinea acestor rezultate poate fi verificata (i) prin calcul direct.
In practici, cele mai utilizate impulsuri periodice dreptunghiulare sunt cele pozitive
(X_ = 0). In acest caz, mirimea A = X, —X_ se mai numeste si amplitudinea impulsului.
Pentru cazul semnalului periodic dreptunghiular pozitiv, valorile amplitudinilor
armonicelor precum si frecventele lor sunt urmatoarele:

» Componenta continud — (la frecventa f = 0)
Ay =Cy=qA

» Amplitudinea armonicii fundamentale — (la frecventa f = f, =% ,n=1):

A, = 2qA|sin c(nq) = %|sin(nq)|
T

» Amplitudinea armonicii de ordinul doi (a doua) — (la frecventa f = 2f, = % ,n=2)

A, = 2qA|sin c(anl = é|sin(2nq)|
n

» Amplitudinea armonicii de ordinul L (la frecventa f = lfo = 1 daca 1 eN)
q

qT q
A, =2gAsinc(n) = 0 — prima anulare (trecere prin zero) a spectrului;
q
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A, = 2qA|sin c(nkql = 2—A|sin(7tkq)| .
T
iar semnalul x(t) scris sub forma SFA are expresia:

x(t) = iAn cos(nwyt+o, )= qA+2—AiM

n=0 n n=l1

cos(nco0 t—o, )

. 1 . . . . .
De exemplu, in cazul q = 3 expresiile matematice ale componentei continue si primelor

patru armonici sunt urmatoarele:

> AO = A 5
> A1 s1n( j [mot—ﬁj=&sm(njcos(m0t—ﬁj
i 5 5
. 2
> A2 s1n( jcos 2coot—— =és1n(2njcos 2coot——n ;
5 T 5 5
. 2
> A3(t) 2A s1n( )cos(3w0t—3—nj=ésm(3—njcos 20)0t——7E ;
3n 5 5 T 5 5
Al A
> A4(t): — sm(ﬂj cos(4(o0t—4—nj = —sm(ﬂj cos£4m0t—4—nj
2n 5 5 2n 5 5

Expresia semnalului aproximat pana la a cincea armonica (care este nuld) este:

A 2A  (=n n) A . (2=n 2n

x(t) ~—+ —sin| — [cos| ®yt—— [+—sin| — |cos| 2o t—— | +
5 = 5 5) =m 5 5
2A 3n 3ty A (4n 4n
+——sin cos| 3wyt —— |+ ——sin cos| 4myt——
3n 5 5) 2n 5 5

In figura 5.9 sunt reprezentate formele de undi ale primelor patru armonici ale semnalului,
precum si semnalul aproximat printr-o SFA care retine doar componenta continud si
primele patru armonici. Practic, aproximarea semnalului cu primele sale 4 armonici este
echivalentd cu aproximarea benzii cu primul interval de frecevnta in care toate armonicile
sunt nenule.
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Armonica a treia
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Armonica a patra

. 1
Fig. 5.9: Formele de unda ale primelor patru armonici ale impulsului periodic dreptunghiular cu q = g si

A =10, si semnalul “refacut” prin sumarea componentei continue si a primelor 4, respectiv 19 armonici

6) Forma armonicad a dezvoltarii Fourier oferda posibilitatea de a reprezenta spectrele de
amplitudini A, = A (o) sau A, = A, (f), respectiv de faze ¢, =@, (®) sau ¢, = ¢, ()
ale semnalului. Pentru a realiza aceaste reprezentari grafice se (re)aminteste ca:

» Spectrul unui semnal periodic este discret;

> A [A ] kell..o), lim A, =0;

» Ordinul, (k) al armonicelor care se anuleaza se determina astfel:
A, =0=>2qAsinc(knq)=0=>sin(knq)= 0= knq =mn,unde meZ. =k :% .

Spectrele corespunzatoare semnalului analizat mai sus sunt reprezentate in figura 5.10.
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u‘ An |
4T~ A,
34 LA “Infasuritoarea spectrului” — functia |sinc (nqt) |
“'1/'
LA,
a0 | | ¥
1+ ‘: Ay .
ATt
Y r‘r ~ . " o AT Tf-. (O] f
1 e L s - . n=— x=—
5 10 15 20
a)
Pn
10 15 20 pe @ _f

N o
T T

I

Fig. 5.10: Distributia spectrula a semnalului periodic dreptunghiular
a) modulul spectrului de amplitudini
b) spectrul de faze

7) Determinarea largimii de banda a semnalului:

In cazul semnalului periodic dreptunghiular, din punctul de vedere al calculului lirgimii de
banda, importanta este prima frecventa la care armonica este nuld (primul punct de trecere
prin zero al spectrului sau prima trecere prin zero a infasuratoarei semnalului), care se

. . .. 1 .
obtine pentru m =1. Pentru factori de umplere mici (q<§j, se poate considera ca

q
Totusi, aceastd observatie trebuie folositd cu precautie: chiar in cazul analizat (q = 0,2),

admitand ca B = [l;f—o} = [l;SfO] (de fapt B= [1;4f0], pentru ca A =0), raportul
q

f,
largimea de bandd este B = [1;—0} [Hz], numarul armonicelor din bandi fiind {l—l]
q

Ag

1

. . . . A
(intre prima armonicd neglijati si fundamentald) este —% =17%, destul de greu de
1

A : A . 5 . g e
neglijat. In schimb, — = 9% < 10%, deci ar pirea mai fireasci alegerea benzii din primii
1

2f
doi “lobi” ai caracteristicii spectrale de amplitudine din figura 5.10a: B = [1;—0}. Cel
q

A,

—+1

. 1
mai mare factor de umplere pentru care —— <10% este q = s
1
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Cea mai evidenta situatie In care nu se poate admite alegerea benzii B =[1;—0} este
q

impulsul cu q = % :arrezulta B = [1 ; 2f0], dar cum A, =0, de fapt banda ar consta numai

din prima armonica. Altfel spus, impulsul dreptunghiular cu q = 5 ar fi ,,bine aproximat”

de semnalul sinusoidal pe frecventa fundamentald (frecventa impulsului) axat pe
componenta continud, ceea ce evident ca este inacceptabil.

: 1 D . . . e
Notand xo.5(t) impulsul cu q = 5 coeficientii Fourier corespunzatori sunt urmatorii:

C,= A|sin(7tn ] =0;
nmn

0 dacd n =2k keN’
Sy =1 2A
2k +1)n
Se observa ca semnalul xo.5(t) este caracterizat numai de armonici impare.
Rezulta dezvoltarea sa in SFA 1n sinus:

dacin=2k+1 keN’

A 2A G 1 27
Xos(t)=—+— sin((2k + 1)o,yt), cu @y =— (A, =S, st ¢, =0).
0.5() 2 n &2kl (( )"30) 0= ( 510 )
Pentru SFA in cosinus, A, =S, >0 51 ¢, = —g, obtinandu-se astfel:
A 2A&(-1) ( n}
Xoslt)=—+— > ——cos| 2k +1)o,t ——
150 =2+ 22 3 o ks o=
o . < 5f,
Conform criteriului ,,10% din fundamentald”, in acest caz banda este B=|1;,—],
q

deoarece

A
I =9% <10%.
A1

In figura 5.11 s-a reprezentat spectrul de amplitudini si “refacerea semnalului” cu ajutorul
armonicilor din banda considerata in conformitate cu cele de mai sus.

Amplitudinile armonicelor din banda considerata, respectiv defazajele corespunzatoare
SFA 1n cosinus sunt urmétoarele:

A 2A o

A, =— A =282 __r
7o > 5 ?s =75
2A T 2A T

A = —_— = —— A = = -
1 n (O] > 7 Tn (00 5
2A T 2A T

A = — = —— A = — = ——
3T 30 P3 5 . P9 >

Armonicile pare suntnule: A, =A, =A; =A; =0, respectiv ¢, =@, =@; =g =0.
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A An
107,
’I‘l A1
Ao | “Infasuritoarea spectrului” — functia | sinc (nqt) | 2)
5T ,
.\ A
]‘ LA A Ao a0 _f
0 YA S WSl W) N SN > g fo
2 4 6 8 10
Ton
n=22_1
1 : & > LA - » o9 fo
L IS SR, S MU, S TR RS A
2

\ Ans

T 2T 3T 4T 5T

Fig. 5.11: Semnalului periodic dreptunghiular cu A =10 si q = %

a) Spectrul de amplitudini;
b) Spectrul de faze al SFA in cosinus;
¢) Aproximarea semnalului prin sumarea armonicilor din banda.

5.6.3. Analiza spectrala a semnalului ,,dinte de fierastrau” periodic si crescator

Acest semnal, in varianta sa pozitivd, se obtine dacd se particularizeaza
q, =9, =q;3 =1;X_=0;X, = A >0 (figura 5.7d). Rezulta:
A A
o A, =—1+1-1)=—;
o= 01-1)=

C. - [sin c(0)sin(2nm) Gin o2 (“”)j A=0:

’ nmw
. S - (sm c(2nn) _sin C(O)cos(2nn)jA __A :
nm nmw nmw
o |A|=4S:+CE A
nn

e ¢, = ki pentru SFA 1in cos, sau ¢, = © pentru SFA in sin.
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A, :% 0, zg pentruf, = f, Ag =% Qs —g pentrufs =51,
A, _A 0, _T pentruf, =2f, |A _A o) _I pentruf, =61,

- 5 6= on 675 6 0
A, _A 0, _T pentruf, =3f, |A _A o) _I pentruf, = 7f,

I 5 7= 775 7 0
A, _A 0, _T pentruf, =4f, [A _A ¢ _I pentru fy = 8f

An 2 Tyx 2 ’

in concluzie:
x(t) = % + éZ“lcos (ncoot + g} - SFA 1in cosinus — cea de mai sus — sau
n=1

x(t) = % + éZ:lsin (nwyt+7) - SFA in sinus.
Tion

n=l

6) Spectrele amplitudinilor i fazelor sunt reprezentate in figura 5.12.

LA,
st
1 “Infasuratoarea spectrului” — functia —
~‘A1/ it
“\‘Az A
-~ 3
1 Thee U A _v
[ S T e o S et
| T T 1171 ¢
0 2 4 6 8 10
“(Pn a)
k3
2
®
n=—-=
oy fo
4 6

b)

Fig. 5.12: Spectrele semnalului "dinte de fierdstrau” crescator si pozitiv
a) spectrul de de amplitudini ;
b) spectrul de faze.

7) Intrucat nu existd puncte de trecere prin zero a spectrului, banda semnalului se limiteazi

. A 1
la frecventa nw,, care asigurd |An| < |10% . A1|. Cum —~=—,rezultica B= [0;10(90].
, n

In figura 5.13 sunt reprezentate doud ™ reconstituiri” ale semnalului x(t) cu ajutorul
N

armonicelor sale, adica x(t) = % + éZ:lcos (nmo t+ gj : In figura 5.13a cu ajutorul

n=l
armonicelor din banda consideratd (primele 10, adica N =10), iar in figura 5.13b cu
ajutorul a 100 armonici, adica N =100 (ceea ce ar fi echivalent cu a mari banda la
intervalul frecventelor in care A, >1%-A)).
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4 X(t)
T10

1 2 3 4 5
b)
. . o A AJI n — 1< g
Fig. 5.13: Semnalul periodic x(t)=—+=>"—cos| no,t+—| cu T = 1s si:
a) N =10 (armoniceledin banda); 2 m 2
b) N=100.

n=l

Observatii

1) In cazul semnalelor fara simetrii, este de multe ori utild o transformare de variabila
care sa simetrizeze semnalul. De exemplu, in cazul de fata, transformarea:

! T
t =t——
2
. A f T A
X =x——:>x(t)=x t +—|[+—
2 2 2

face ca semnalul x'(t') sa devina impar, fiind reprezentat in figura 5.14 si avand
expresia analitica:

X (t)= %t' pentru |t| <%

Fig. 5.14: Semnalul “dinte de fierastrau” periodic si impar, crescator
a) forma de unda;
b) reconstituirea sa cu primele 10 armonici.

Orice translatie pe axa timpului (abscisa) nu afecteaza spectrul de amplitudini, ci
numai spectrul de faze. In schimb, translatiile pe axa semnalului (axa ordonatelor)
afecteaza spectrul de amplitudini, si anume, modifica valoarea componentei continue.

In acest caz, componenta continudi devine C,=A,=0, C,=0 iar

_ A cos(nn)
" nm
expresii NU pot fi deduse din relatiile generale obtinute in problema 5.6.1, deoarece

S

, dupa cum se poate verifica (si) prin prin calcul direct. Aceste

. . . TT
acolo integralele s-au calculat pe intervalul [O;T] si nu pe [—E,E} . Eventual se pot
reface acele calcule pentru cazul telt,;T+t,| si particularizindu-ae pentru

ty = I , obtinandu-se astfel un (alt) set de3 expresii generale de tipul celor amintite.
2
Rezulta ca A, = A (nemodificat, dupd cum deja s-a afirmat mai sus) si

nr

0, =(=1) g pentru SFA 1in cos, care astfel devine:
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oo AY : T
X (t)==Y —cos| nw,t +(-1)" =
T o n 2
Reconstituirea semnalului x’(t”) cu ajutorul acestei expresii a SFA asociate (cu N =10
armonici) este prezentata in figura 5.14b. Se poate observa intarzierea pe axa timpului
si absenta componentei continue.
2) Similar se poate face analiza spectrald a “dintelui de fierastrau” descrescétor,
reprezentat in figura 5.7e. In acest caz, trebuie particularizate valorile:
q, =9, =0;q; =1;X_=0;X, =A>0
Se obtin rezultatele:

A0=%(1+0—0)=

C. - (sin c(n(1-0)r)sin(n(1+ 0)r) _0-sinc? (O)j(X+ ~X_)=0
A

A
2

nmw

S - (sin c(0) _sin c(nrc)cos(nn)j(XJr _X_)=
nmn nn nmn
|An| = 1/Srzl + Ci =C,; 0, = —g , In conformitate cu (5.29).

Spectrul de amplitudini este identic cu cel din figura 5.12a, iar cel de faze rezulta din
figura 5.12b prin simetrizare fata de axa frecventelor (relative).
3) Considerand in expresiile generale ale coeficientilor Fourier valorile q, =q, = 5 ;
q; =1; X_=0;X, :=A >0, se obtine semnalul triunghiular pozitiv (figura 5.7c). Se
obtin astfel urmatoarele rezultate:

po- A1l o1)
2 2 2 2

= ((q3 + qz)sin c(n(q3 +q, )Tc)sin c(n(q3 -q, )TI:)— q, sin cz(nqln)XX+ — X_)

Cl’l
C, =|3sinc n3—7t sine| n— |—sinc?| n = é:CZk =0,vk eN’
2 2 2))2

- {5 )

(1" (=0 (1)
B (2k+1)n( Trae (2k+1)nJA Tk keN

S = —Asin c(n—;jcosfm?nj =0,vneN’

n
nm

C,| siin connformitate cu (5.29) rezulta ¢, = m,Vn e 2N+1.

_4A

A 2
Banda: ngm%@&s%@nzzanM. Cum A, =0,
1 _an ne

rezulta ca se poate considera banda B =[0;5f, ].

In figura 5.15a,b sunt prezentate spectrele obtinute cu ajutorul acestor rezultate, iar in
figura 5.15¢,d reconstituiri ale semnalului cu ajutorul SFA.
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An 4
5k
®
n=—-=
I' [O1)) f
I n n >
0 1 3 5 7 9
A
Pn a)
JEh o o o e
®
n=—-=
g fo
0o 1 3 5 7 9 .
b)
4 x(t) 4 x(t)
10f======px~"""""""—------ -- [0 ] il Nt 2 i
t t
0 0.001 0.002 0 0.001 0.002
¢) d
Fig. 5.15: Semnalul triunghiular pozitiv
a) Spectrul de amplitudini;
b) Spectrul de faze
¢) Reconstituirea semnalului cu armononicile din banda (primele 5);
d) Reconstituirea semnalului cu primele sale 20 de armonici.
5.6.4. Analiza spectrala a semnalului “sinus redresat dublia-alternanta” periodic
'y x(t) 'y x(t)
Ui
U A
An|
U
T
o
¢ i I . . N
0 i TOT ! 0 1 2 3 4
2 2 b ©

Fig. 5.16: Sinusoida redresata dubla-alternanta
a) Forma de unda
b) Semnalul simetrizat
¢) Spectrul de amplitudini

Forma de unda este reprezentata in figura 5.16a. Expresia analitica a semnalului este:
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x(t)=U|sin((;)tX, unde mzz—nz% este pulsatia semnalului sinusoidal neredresat.

2T
Evident T (perioada semnalului redresat) este jumatate din perioada sinusoidei neredresate
(care este 2T — figura 5.16a). In conformitate cu (5.22), pulsatia fundamentald este:

27
(DO = ?
Prin schimbarea de variabila:
——<T<—
T 2 2
T=t——=<dt=dr ,
T
t=1t+—
2

semnalul devine par (figura 5.16b). Rezultaca S, =0; A =C, .

n

T

T
2 2

(t)dt = v s1n( [ IDdﬂ: _Y J.
T T 2 T %

2

Hl*—‘
—o |+
N

—wlE ula

T
2
C,= 2 X(T)COS(nz—n‘tde = 4—UICOS(£ tj COS[l’lz—nTjd’t =
T % T T ¢ T T
2
T T
2 2
_2U J‘cos{(Zn + 1)E r}dr + 2U J‘cos{(2n - l)l r}dr =
T T T T

H
AR

2U

- msin{@n + 1)% r}

2 L) : sin{(2n - 1)% r}

, (@n-1)r

0

v sin(2n + l)g . sin(2n — l)g _4U (- 1)n+1
T 2n+1 2n—1 T 4n? -1
in concluzie:
2U
— pentru n=0
i
=ICal=1 " 4y

- pentru n>1
ni4n2 - li

S 0 pentru n =2k +1
¢, = —arctg —% | = k=1
C, —m  pentru n =2k
Dezvoltarea semnalului in SFA este:
x(t) = 2v + 4U cos(w,t)+ hick cos(2myt — 1)+ 4U cos(3m,t)+ 4U cos(4myt — 1)+ ...
T 3n 15n 35w yis

Spectrul de amplitudini al semnalului este prezentat in figura 5.16c.
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5.6.5. Analiza spectrala a semnalului “sinus redresat mono-alternanta” periodic
A X(t)

U-A""""""77 - A
|l

T

v —
N Pt
e

Fig. 5.17: Sinusoida redresatd mono-alternanta
a) Forma de unda
b) Spectrul de amplitudini

Forma de unda este reprezentatd in figura 5.17a. Expresia analitica a semnalului este:

Usin(wt) pentru 0<t< L

- 2
X(t) - T s

0 pentru 5 <t<T

2n . o . .
unde © = T este pulsatia semnalului sinusoidal neredresat. Evident semnalul redresat are

L <A . . . 2n
aceeasi perioada, astfel ca, In conformitate cu (5.22) pulsatia fundamentala este: o, = —.

—

T

—

2 2

ljx t)dr—Ej 1n(—tjdt—— [2J cos(z—nrj
0 T T 12" T
T

T T

2 2

Ix cos(n—tj Z—U jsm( jcos{nz—tjdt =
T T

0 0

T T

2 2

Ism[ (n+1)= }dt —Ejsm{ n-— 1) }dt =

0 T 0 T

H

2 U
T

0

ch: HIN

SR
| =

o ﬁ 005{2(11 - 1)% t}

U —
W(COS((H ~1)n)-1)=

2(n

_ U 1—cos((n+1)7t)_l—cos((n—l)n) B 2U2 pentru n = 2k
‘zn( m+1) -1 j‘ n(i-n)

0 pentru n =2k +1;k #0

Pentru cazul n =1 se observa ca exista o nedeterminare, deci Ci trebuie calculat direct:
T T

5
J. cos(— tjdt 2U s1n(2— tj cos (2— tjdt =— jsm(4— tjdt =0
0 T 0 T T T

in concluzie:

U i
=— m cos{2(n + l); t}
= L) (1- cos((n + l)zt)) +

2(n+1)m

0
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T
T T
2 2
= Lsin{Z(n + 1)E t} - sin{Z(n - 1)E t} =0,Vn=1
2(n+1)n T |, 2@0-1)r T |,
Pentru cazul n =1 se observa ca existd o nedeterminare, deci S1 trebuie calculat direct:
T T T
2 2 2
S, = 2 J x(t)sin[z—TE tjdt _2U sin(z—n tj sin(z—TE tjdt _Y Il - cos(ﬂ tjdt _U
T+ T T T T TS T 2
In concluzie:
U t =1
S, =17 pentru n=
0 pentru nx2
v pentru n=0
T
A, =4SI+C. = % pentru n=1
|Cn| pentru n=>2

S i
_ n|_J—— pentrun=1
o, = —arctg(C J 2

n -7 pentru n > 2

Dezvoltarea semnalului in SFA este:

T
Spectrul de amplitudini al semnalului este prezentat in figura 5.17b.

X(t) _Y + v cos(ooot - Ej + 2—UCOS(20)0t - TE)+ 2—Ucos(4mot - TE)+ 2—Ucos(6030t )+ ...
2 2 T 15n 35w

5.6.6. Sa se determine SFA in cos asociati semnalului: x(t)= 2sin(t)cos(3t):

Prin transformari trigonomrtrice elementare (transformarea produsului in suma) se obtine:
x(t) = 2(sin(t + 3t) + sin(t - 3t))
Din aceasta rezultd ca semnalul este evident periodic, cu perioda T = m, deci pulsatia sa

2n  2m
fundamentala este: ®) =—=—=2.
T

SFA ceruti se obtine imediat: x(t) = 2sin(4t)— 2sin(2t) =2 cos(Zt + gj +2 cos(4t - gj .

Rezultd cd semnalul de analizat are 2 armonici: A, = A, =2, caracterizate de defazajele:
T T - < .

Q== sl @, = _E; componenta continud este A, =0, dupd cum se poate determina

2
imediat prin calcul direct.
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6. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR NEPERIODICE

6.1. NOTIUNI INTRODUCTIVE. TRANSFORMATA FOURIER

Semnalul neperiodic poate fi considerat cazul limita al unui semnal periodic, la care perioada
tinde spre infinit. Cum in cazul semnalelor periodice trecerea din domeniul timp in domeniul
frecventa se realizeaza prin intermediul seriilor Fourier, in cazul semnalelor neperiodice
legatura dintre cele doua domenii se realizeaza prin intermediul transformatei Fourier. Pentru
a usura introducerea acesteia, se va scrie seria Fourier atasatd unui semnal periodic sub forma
(echivalentd) a seriei Fourier exponentiale. Initial se vor reaminti scrierile lui Euler:

e’ =cosa + jsina,

(6.1)

de unde, tinand cont de paritatea functiei cos (cos(—x)=cosx) si imparitatea functiei sin

(sin(~ x) = —sin x), rezultd expresiile echivalente:

jou —ja jo _e—j(x
2j

Cu acestea, expresia SFA (5.26) se poate scrie sub forma:

x()=A,+ iAn cos(nmyt+@, )= A, + R{iAneJ‘(nwmwn)} _

n=l n

e’ +e

. €
cos :T; SImo =

0

=A,)+ Re|:zAnej(p“ _ejnmoti| =A, +Re{zAnc ejnwot}

n=1 n=

unde

Anc _ Anej("" = An[cos[arctg(— (SZ_HD + jsin[arctg(— (Sj—“DJ =C, —jS,

Introducand expresia:
A, =C,+jS, =A,_,

-n
rezultd ca:
A Ce—Jnmot +Ancejnw0t — (Cn +j'Sn )e—anOt +(Cn _j'Sn )eJn(UOt —

-n

— Cn(e_]nmot +e—]nw0t)_j'sn (e_]nwot _e—anOt):

=2C, cos(nw,t)+ 28, sin(nw,t)
Cu acestea, dezvoltarea in SFA (5.26) devine:

x(t) :% ZAncejnmot ’

unde:
A, =C, =S, A, =C,+jS, =A, ; A, =24,

n

Coeficientii A, pot fi calculati asemanator cu Cn §i Su:

A, =C,-jS, = %J.X(t)(cos(ncoot)— jsin(no,t))dt = %Jx(t)e_jnmotdt
T T
Inlocuind in (6.3), se obtine seria Fourier exponentiald, SFE:

1 & 2 —jno, jn o
X(t)ZEn_z_wT[lX(t)eJ Otdt]ej ot

Tinand cont cd o, T = 2n, (6.6) devine:

_ 1 - —jno, jn ogt
x(t) =5 > [Ix(t)e j otdtJeJ "w,

n=—w \ T

6.1

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)



Cya g o . 27
Considerand acum semnalul neperiodic ca unul periodic cu T — o, rezultd ca o, = T —0.

In acest mod, suma din SFE devine o suma de cantitati infinitezimale, astfel ca se transforma
in integrala:

x(t) = i T [J'X(t)e—jmotdt}jwotdwo
—o\T

Renuntand la indicele”0” ce indica frecventa fundamentald a semnalului periodic si punand
T — oo, se obtine expresia integralei Fourier:

x(t) = 2—1n T (Tx(t)ejmdt}jmdw (6.8)

In (6.8), partea corespunzitoare expresiei (6.5) a coeficientilor A,  se defineste ca

transformatd Fourier a semnalului neperiodic x(t):

0

X(jo) = Fix(t)} = [x(t)e'dt (6.9)
Comparand relatiile (6.9) si (6.5) se vede similitudinea intre analiza spectrala a semnalului
neperiodic si cel periodic, obtinut prin repetarea cu o perioada oarecare T pe cel neperiodic
(prelungind semnalul neperiodic prin periodicitate, cu perioada T):

2. 27
A, ==X{jno, );0, =— 6.10
T (J 0) 0= ( )

D¢

Rezulta ca spectrul semnalului periodic este o esantionare cu frecventa fundamentala

. . - < < 2
®, a spectrului semnalului neperiodic, corectata cu factorul de scara T

Relatia (6.8) (integrala Fourier) se mai numeste si transformata Fourier inversa sau expresia
originalului x(t):

x(t)=F" {X(jm)}:zin TX(joo)ej““dm (6.11)

Proprietatile transformatei Fourier sunt urmétoarele:

1) Liniaritatea: F{Zakxk(t)} :{Zaka (jm)} (6.12)
k k

Demonstratie:
F{Z akxk(t)} = J.[Zakxk (t)]ej”“dt = Zak J.xk (te I'dt = Zaka(j(o).
k —_oo\ k k -0 k
2) Schimbarea scarii timpului: F{X{ij} = |a| . X( jc)a) (6.13)
a
Demonstratie:

. Lo b - A A
Cu schimbarea de variabild — = 1, rezultd dt = adt, astfel incat:
a

(T = [ b i)

3) Intarzierea in timp: F{X(t -t )} =g I X(jco) (6.14)
Demonstratie:
Cu schimbarea de variabild: T=1t—t, rezultd dt = dr, astfel incat:

F{x(t—t, )} = J.x(t —ty)e dt = Jx(r)e"jw(t‘)”)dr = ¢ 0% J.x(t)e’j“"dr. =e " X(jo).

—00 —0 —00
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4) Deplasarea spectrului (modularea): F~' {X(j(w—w, ))} = e1*'x(t) (6.15)

Demonstratie:
Cu schimbarea de variabild ©— o, = A, rezultd dw = dA . Se obtine:

Fl {x(m_@o)}:zl_n [ X(j(m—mo))ej‘“dm:% [x(in)eeronan =eioo'x(r).

5) Derivarea in timp: F{x'(t)}: joX(jo) ; F{x(n) (t)}: (jo)' X(jo) (6.16)
Demonstratie:
x ()= %LL j x(jm)ejwtd@] - %j jwig)wkjm‘dm —F ' {Y(jo))

Fix' (0= F (Y (j0)lf= Y(jo) = joX(o).

6) Derivarea in domeniul frecventa: F~' {X' ( jco)}z (= jt)-x(t) (6.17)

Demonstratie:
X (jo) - %l J x<t>e-ﬂ°*dt] - Jitxe o= Fy(o)
P X o)f= P {Fiy(O) = ()= (- i0)-x(0).

7) Integrarea in timp: F{ J-x(r)dr} = M (6.18)

—00
Demonstratie:

.i-x(r)dt = j‘L[ TX(jw)ej“’Tdm]dr = ]‘:%{ j.ej‘”rdr}X(jw)dm;

—0 —0

ej(»t
) = astfel ca:

.[X(T)d’l? _L (X(jm)jej“"do) =F{Y(jo)}
et RANER o
Y(io)

t

in concluzie: F{ J‘X(T)dl} = F{Ff1 {Y(j(o)}}: Y(j(o) = % .

—00

()
8) Integrarea in domeniul frecventa: Fl{ IX(jX)dK} = —_lt x(t) (6.19)
o J

Demonstratie:
.TX(jx)dk = ]j ]Ex(t)e_j}‘tdt] dr = Tx(t{ .Te_jMdX] dt;

[a]
Dar J‘e‘j“dx = —Lte‘j“rﬂ ) = —,ite_j““ , astfel ca:
. i

6.3



9) Simetria: Daci F{x(t)}= X(jo), atunci F{X(t)}=2nx(~ ©)
Demonstratie:
Dacd in (6.11) se face interschimbarea ® <> t, atunci rezulta ca:

o)=L [x(kra
Rezulta ca: 2n x(— o)= TX(t)e_jt(”dt = F{X(t)} .

6.2 ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR NEPERIODICE. MOD DE LUCRU

Pornind de la ideea ca semnalul neperiodic este unul periodic cu perioada T infinita, frecventa
fundamentald fo devine tot mai micd, spectrul tot mai dens, la limitd nemaiputdndu-se
discrimina doud componente spectrale succesive, spectrul existand pentru orice pulsatie ®
(sau frecventa f).

in concluzie, spectrul unui semnal neperiodic devine un spectru continuu.

Expresia (6.9) F{x(t)} =X(jm) = Ix(t)e‘j‘”tdt poartd numele de functie de densitate spectrald
sau spectru de frecvente.
Observatii:
1) Functia de densitate spectrald este continud, ea existand pentru orice o (sau f).
2) Functia de densitate spectrald este o functie complexa, putand fi scrisa sub forma de
modul si faza, astfel:
X(jo)=[X(jo)e* (6.20)
unde:
> |X(j (ol =M(m) reprezintd modulul densitatii spectrale de amplitudine (spectrul de
amplitudini);
>  ¢(o) reprezinta spectrul de fazi;
3) Deoarece functia de densitate spectrala este o functie complexa se poate scrie ca:

X(jo)=A(0)- jB(®) (6.21)
unde:
A(m) = Tx(t) costdt ; B(w) = Tx(t) sin otdt (6.22)

In acest caz se poate scrie ca:

> M(o)=|X(jo)| = yA®(®)+B*(») (6.23)

B(w)
> (p(m) = arctg{m] (6.24)
Daca:
> Functia x(t) este pard, (x(~t)= x(t)), atunci:
B(o)=0=X(jo)=A(o) (6.25)

Functia de densitate spectrala este o functie reala.
> Functia x(t) este impari, (x(—t)=—x(t)), atunci:
A(0)=0=X(jo)=— jB(w) (6.26)
Functia de densitate spectrala este o functie pur imaginara.
4) Energia E a impulsului este data de relatia:

E= sz (t)dt = 2i T|X(jco)|2dm = lT|X(jco)|2dm (6.27)
o TE_OO T 0
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Marimea |X( j(;3)|2 = G(w) se numeste densitate spectrald de energie a impulsului.

Pentru a realiza analiza spectrald a semnalelor neperiodice trebuie realizat un studiu asupra
absolut integrabilitatii functiei x(t).

6.2.1. Functia x(t) este absolut integrabila.

In cazul in care functia este absolut integrabili, este indeplinitd conditia:

[Ix(t)dt<oo (6.28)
Interpretarea fizicad a conditiei (6.28) este aceea cd aria cuprinsd intre curba x(t) si axa
absciselor, calculata intre limitele de existenta (definire) ale semnalului este finita.

Restrictia (6.28) implica faptul ca densitatea spectrala de amplitudine a semnalului x(t), data
de (6.9), este finita, putand fi calculata. Acesta observatie este justificatd matematic astfel:

o0

[x(tye dt

<| ‘x(t)e_j“t‘dt: [Jx(ldt (6.29)
In cazul functiilor absolut integrabile se pot identifica doua tipuri de impulsuri:
e Impulsuri cu valori si durate finite
Analiza spectrala se realizeaza aplicandu-se transformata Fourier. Calculul densitatii
spectrale de amplitudine este de obicei simplu deoarece impulsurile sunt date prin
expresii analitice clasice (segmente de drepte, exponentiale, functii trigonometrice...).
e Impulsuri definite pe intreg domeniul: t € (— 00, oo).
Acestea nu sunt impulsuri In adevaratul sens al cuvantului, dar respectand conditia
(6.28), poate fi calculata densitatea lor de amplitudine.
Pentru a calcula densitatea spectrald se propun urmatoarele doud metode:

a) Calcularea transformatei Fourier: F{x(t)}=X(jo)= jx(t)e‘jwt dt

Algoritmul de lucru este urmatorul:

1) Scrierea expresiei matematice a semnalului;

2) Reprezentarea grafica a evolutiei In timp a semnalului;

3) Analiza simetriei semnalului;

4) Calculul functiei de densitate spectrald a semnalului, X( jm); in cazul in care
semnalul este par sau impar se utilizeaza relatiile (6.25), (6.26);

5) Calculul modulului densitatii spectrale de amplitudine X( j ml :M( 0));

6) Reprezentarea grafici a modulului densitatii spectrale de amplitudine
X(io)=M(o);

7) Determinarea largimii de banda a semnalului;

8) Calculul densitatii spectrale de energie a impulsului G((o).

b) Aplicarea proprietatilor transformatei Fourier.
Prin aceastd metoda se pot simplifica in mod substantial calculele matematice

6.2.2. Functia x(t) nu este absolut integrabila

Restrictia (6.28) este suficientd dar nu si necesara deoarece lipsa absolutei integrabilitdti nu
implica lipsa de sens a integralei (6.9) (transformata Fourier a semnalului).

Se vor prezenta cateva exemple in care se va calcula densitatea spectrala de amplitudine
pentru impulsuri a cror expresie analitica este o functie ce nu este absolut integrabila.
Metoda propusd pentru obtinerea densitatii spectrale in cazul acestor impulsuri este de a
calcula transformata Fourier prin trecerea la limita a transformatelor unor impulsuri care sunt
absolut integrabile.
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6.3. EXEMPLE DE ANALIZA SPECTRALA A IMPULSURILOR
6.3.1. Analiza spectrala a impulsului Dirac

Impulsul Dirac este definit astfel:

8(‘[):{1 ig ; TS(t)dt:l (6.30)

Metoda 1
Se calculeaza transformata Fourier
Transformata impulsului Dirac este urmatoarea:

F{3(t)} = TS(t)e‘jU’tdt =¢’ TB(t)dt =1 (6.31)

In figura 6.1 este prezentat impulsul Dirac si transformata Fourier a acestuia.

()}
5(t) a) b)

t f

0 0
Fig. 6.1: a) Impulsul Dirac, b) Functia de densitate spectrald a impulsului Dirac

Cum densitatea de amplitudine sau de energie este constantad pe intreg domeniul de frecventa,
rezultd cd energia impulsului Dirac este infinitd, lucru ce implicd faptul cad acest semnal nu
este realizabil din punct de vedere fizic.

Impulsul Dirac poate fi doar aproximat prin impulsuri de durate foarte mici Tt — 0, cu

o o1
amplitudini foarte mari —.
T

Metoda IT
O varianta (dar nu singura) de a determina transformata Fourier a impulsului Dirac este de a-1
aproxima prin asa numita functie de esantionare:

f.(t) = K sin c(kt) (6.32)
T

Conform reprezentarilor grafice ale functiei de esantionare din figura 6.2, se observa ca atunci
cand valoarea lui k se mareste, lobul principal al functiei se ingusteaza, iar valoarea sa
maxima se mareste.

s A fe(t)

. . . k . .
Fig. 6.2: Functia de esantionare f,(t) =—sin c(kt) reprezentatd pentru doud valori ale
T

parametrului k

Se demonstreaza ca aria functiei de esantionare este egald cu unitatea, observatie ce este in
concordanta cu definitia (6.30) data impulsului Dirac.

+0 +o0 too . o - .
[f.(t)dt= jksinc(kt)dtz [ E%(tkt)dt:_ Sln(kt)d(kt)=lj sm(v)dV
—» T

—00 —00 —00 —00
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Se (re)aminteste expresia functiei sinus integral:

Si(x) = | sin(v) 4, (6.33)
o Vv
Valorile functiei Si(x) sunt tabelate, reprezentarea grafica fiind ilustrata in figura 6.3.
Si(x) 1sie
T T4
2 2
X X

" I

40 10
_I _I
2 2

Fig. 6.3: Functia sinus integral Si(x)

Conform (6.31) expresia ariei functiei de esantionare devine:

+00

Tfe(t)dt :% J‘ sin_(v)dv zl[TSin_(V)dv_TSin_(V)dv} -

v Ty oV 5 v
Si(+o0)= "
_ Lsi(so0)-Si(co0)] = ’ l{ﬁ—[—ﬁﬂ =1
T ‘ 2T 2 2
Sl(fook—f

2
In acest caz transformata Fourier a impulsului Dirac devine:

Fi(t)y= [f. (e dt
Cum functia de esantionare este para, rezulta:

cos(ot)dt =

F{S(t)} = Tfe (t)e dt = ZT%sin c(kt) cos((ot)dt ==
_ %]‘3 sin[(k + (n)t]dt +l°j3 sin[(k - m)t] dt =

t Ty t

- %I Wd[(k +o)t] +{£ Shzl[((li—:o()”t)t]d[(k —o)t] =
(k+o)t=v
(k-o)t=u sinv

S — 8

1 dv +lj Sinu 4, =l[2Si(oo)]:l(2£j:1
T \ TCO u T T

6.3.2. Analiza spectrala a impulsului treapta unitate
Impulsul treapta unitate (Heaviside) este definit astfel:
1 t>0
u(t) = {0 (<0 (6.34)

Conform (8.19), acest impuls nu este absolut integrabil. In acest caz, asa cum s-a afirmat
anterior, metoda propusa pentru obtinerea densitatii spectrale este de a calcula transformata
Fourier prin trecerea la limita a transformatei unui impuls care este absolut integrabil.

S-a ales ca impuls a carui transformata se poate calcula, impulsul exponential:

e ™ t>0
x(t)=e “u(t)= ;o> 0 6.35
(t) (t) {0 =0 (6.35)
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Conform reprezentarii grafice din figura 6.4, se observa ca la limita, dacd o — 0, impulsul
exponential se transforma in impulsul treapta unitate.

4 x(t) Tx(®

—at a—0

t t

Fig. 6.4: Obtinerea impulsului trepta unitate din impulsul exponential

Transformata Fourier a impulsului exponential are urméitoarea expresie:

e—(OH— jw}t

(6.36)

—00

0

Se observa ca in cazul in care ®=0, lim(

J: o0, ceea ce ar arata ca transformata
a—0

o+ jo
Fourier a impulsului treapta unitate nu exista.
In acest caz se utilizeaza scrierea:

1 o . )

a+jo o+’ a’+o’
Se observa ca:

fm| ——— | =0 Tim Im| —— =1im[—j%j=.i (6.37)
o=0\ oL+ j® —0 a+]jo 3;60 a” +o Jo

o
o#0

ve

o

oc2+u)2

Fig. 6.5: Functia

Partea reala a transformatei Fourier a impulsului exponential poate fi scrisa ca un impuls a
carui reprezentare graficd este prezentatd in figura 6.5. Reprezentarea grafica sugereaza ca la
limita ar putea fi aproximat prin impulsul Dirac ponderat cu o constanta.

Pentru a se demonstra matematic aceasta observatie se calculeaza aria impulsului:
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+00 o +00 1 1 S:V+oo Y
_L o2 + o do = _Lawdm = _jw o2 dv= (arctg(v))iw =T (6.38)
+ J—
a

Cum aria impulsului este 0 marime constanta independentd de parametrul o, rezulta ca:

— jwj = lim( o j = 15(0) (6.39)

In concluzie, din (6.37) si (6.39) rezulti ca transformata Fourier a impulsului treapta unitate
are expresia:

Flu(n} = lim [l ]| = nd(w) + - (6.40)

jo
HF{u ()}

a—0

lim Re(

(o)

()

>

Fig. 6.6: Modulul densitatii spectrale de amplitudine al impulsului treapta unitate

In literatura se intaleste si scrierea:

8(®) ®=0
Flu(t)f=1 1 020 (6.41)
jo

In figura 6.6 este prezentat modulului densititii spectrale de amplitudine al impulsului treapta
unitate.

4 vy t
6.3.3. Analiza spectrala a impulsului video ©
Impulsul video simetric este prezentat in figura 6.7.
1) Expresia matematicd a semnalului este urmatoarea: M
M dacé|t| < % 4
T T
vi(t)= ) (6.42) 513
0 dacé|t| > 5 Fig. 6.7: Impulsul video simetric

2) Analiza simetriei semnalului:
Cum v, (t)= v (~t)= vs(t) este o functie pari, adici B(w)= 0=V, (jo)= A(o).
3) Calculul functiei de densitate spectrala a semnalului, V| ( ] (x)) :
K 2 2M . ot Ot
V,(jo)= Ao)= JVS (t)cos(owt Mt = 2MI cos(ot it = =—sin 5" tMsin 07 (6.43)
®
—0 0

4) Calculul modulului densitatii spectrale de amplitudine |VS (j (o) :

(6.44)

IV, (jm)| =|t™™M sinc%
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5) Variatia modulului densitdtii spectrale de amplitudine |VS (j (o) este reprezentatd
grafic in figura 6.8:

“|Vs ( _] (1)]

™

L2 3
T T
Fig. 6.8: Modulul densitatii spectrale de amplitudine a semnalului video

T

Observatie:

In cazul 1n care se reprezintd functia de densitate spectrald a semnalului, se obtine
reprezentarea grafica ilustrata in figura 6.9:

1V, (o)

™

f
/\ PNy P e o >

T T
Fig. 6.9: Densitatea spectrald a semnalului video

6) Determinarea largimii de banda, By, a semnalului:
In cazul acestui semnal se considera ca largimea lui de banda se intinde de la zero
pana la prima frecventa la care spectrul de amplitudini se anuleaza.

Vs(jm):rMsincﬂ:O S sin 2 =0= 2 ckn m:m(—n: fzk, keN
2 2 2 T T
Deci, By {o, 1} [Hz] (6.45)
T

Observatii:

» Banda (largimea de banda) depinde doar de durata impulsului;

» Cu cat durata impulsului este mai mare cu atat banda de frecventa este mai mica
(ingusta) si amplitudinea spectrald mai mare;

» Cu cat durata impulsului este mai mica cu atat banda de frecventd este mai mare
(largd) si amplitudinea spectrald mai mica.

7) Densitatea spectrald de energie a impulsului: G(o) = |VS (j 0)12 =1’ sinc’ %

Observatii:
1. Impulsul video nesimetric este prezentat in figura 6.10.
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M $v(t)
v(t)z{ O<t<r

¢

T
Fig. 6.10: Impulsul video nesimetric

Intr-o prima variant, transformata Fourier a acestui semnal poate fi calculata direct:
V(jo)= A(w)- jB(w) unde:

Alo)= Iv(t)cos(mt)dt = jM cos(ot)dt = — % sin(wt)

—00 0

0

B(o)= [v(t)sin(ot)dt = [ Msin(otht = M (cos(or)-1)

—00

iar modulul densitatii spectrale:
|V(jc0)| = JA? (0))+ B’ (oa) =

Ar fi mai simplu daca s-ar utiliza proprietatea transformatei Fourier de intarziere in
timp (6.14), aplicatd expresiei (6.43) — transformata Fourier a impulsului video

. o1
TMsinc 7‘

. . . 9 T) ., .
simetric, observandu-se ca v(t)= vs(t - Ej si deci:

. T
e 2= cos(colj - jsin(mlj:>|\/(jm)| =
2 2

Observatii:

» Modulul densitatii spectrale de amplitudine pentru cele doua semnale este identic.
Deci oricare doud semnale care diferda doar printr-o intarziere in timp, au
modulele densitatilor spectrale de amplitudine egale;

» Banda de frecventa pentru cele doud semnale este aceeasi;

» Spectrele de faza ale celor doud semnale sunt diferite;

» Reprezentarea grafica a modulului densitatii spectrale de amplitudine este identica
cu cea din figura 6.8.

Metoda a-2-a (de obtinere a densitatii spectrale)

Se procedeaza la o derivare succesivd, punind in evidentd impulsurile Dirac

corespunzatoare derivarii discontinuitatilor.

Impulsurile Dirac extrase sunt ignorate cand se trece la o noua derivare (pentru

ci derivatele lor sunt nule). Procedeul continua pana cand derivata respectiva se

exprimai ca o suma de impulsuri Dirac.

Parcurgiand apoi drumul in sens invers si scriind transformatele Fourier ale

impulsurilor Dirac, se deduce (pas cu pas) functia spectrala cautata.

In figura 6.11 este reprezentat procedeul de evidentiere a impulsurilor Dirac rezultate

in urma derivarii impulsului video simetric.

In figura 6.11b se observd ci impulsul video simetric poate fi scris ca suma de

impulsuri treapta unitate, astfel:

v, () =Mu(t + %J+ {— Mu(t —%ﬂ (6.46)

6.11
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Se poate demonstra cd derivata unei functii intr-un punct de discontinuitate este un
impuls Dirac, localizat 1n acel punct si ponderat cu marimea discontinuitatii functiei
(in punctul respectiv). Aplicand aceasta observatie asupra expresiei (6.46) rezulta:

v.(t) = MS(t + %j + [— MS[t - %ﬂ (6.47)

In figura 6.11c se pun in evidentd impulsurile Dirac ce apar ca urmare a derivarii celor
doua functii treapta unitate.

Fig.

A Vs(t) Vs(t) A A V; (t)
Mu(t+£j Mg(Hl]
M| M 2 2
T x
t 2 t 2 t
Tz T 1 . x
202 ) J_____Mll(t_Ej 2 .
243
a) b) ©)

6.11: Evidentierea impulsurilor Dirac in urma derivérii impulsului video simetric

Se parcurge drumul 1n sens invers, aplicind transformatele Fourier derivatei de ordinul
I al impulsului video simetric.

(6.13);(6. wr et
F{V;(t)}zM-F{B(t+%ﬂ—M-F{8(t—%ﬂ 613:(630)1\/{8 2 ¢ 2} (6.48)

Conform relatiilor lui Euler (6.1) si (6.2), (6.48) devine:
Flv.(t)}=2jMsin a)% (6.49)
Aplicand proprietatea (6.16) de derivare in timp a transformatei Fourier, rezulta ca:

F{Vs(t)}: Vs(jm)zm = 2_J—Msinoo£:2—Msinﬂ = tMsinc o
jo jo 2 o 2 2
Aceasta expresie este identicd cu cea obtinutd in urma aplicarii directe a (formulei)
transformatei Fourier asupra impulsului video simetric, dar cu calcule mult mai
simple.
Utilizand rezultatul obtinut pentru transformata Fourier a impulsului video se poate
deduce expresia seriei Fourier corespunzatoare impulsului periodic:

= T

—kT, —kT,| < —
Vp(t): k;w"(t 0) |t ol < 2
0 altfel

unde To este perioada (de repetitie a) impulsului video (6.42); o, = "2F_n

0
Se scrie SFE atagata semnalului vp(t), conform (6.3):

1< in
vplt)=0 LA,

n=—oo

unde, conform (6.5) si (6.10):
2 Zine 2 .
Ag, ZT_J.Vp(t)e entdt ZT_V(JHCOO)Z

0T 0 0

2Mt . nm,T
sinc

v, (t)= % i sin c%eﬁ“"Ot

n=—oo
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Tinand cont de (6.4) si de faptul cd ca functia cos este para si sin impara, rezulta
expresia:

A (t)= ™ Z sin e 0" (cos(nwyt)+ jsin(nmot))} = M{l + ZZ sin e 0" cos(na,t)
T, 2 T, = 2
care se poate constata cu usurinta cu e aceeasi cu cea obtinuta in paragraful 5.5.5.
4. Utilizand rezultatul obtinut pentru transformata Fourier a impulsului video se poate
deduce expresia transformatei Fourier corespunzatoare ,,impulsului” constant:
x(t)=M (6.50)
Conform (6.28), acesta nu este un impuls absolut integrabil, astfel cd in acest caz,
pentru obtinerea densitatii spectrale se va calcula transformata Fourier prin trecerea la
limita a transformatei unui impuls care este absolut integrabil, respectiv a impulsului
video simetric.
Conform reprezentdrii grafice din figura 6.12, se observd cda la limitd, T —> o,
impulsul video simetric se transforma in impuls constant.

n=—ow

S0 4 x(t)

T—>
M| - M

v

T

L
2 2
Fig. 6.12: Obtinerea impulsului “constant” din impulsul video simetric

Tinand cont de (6.43) transformata Fourier a impulsului constant devine:

T
F{x(t)} = lim |:‘CM sinc E} = 27M lim | 2 sin c[—r 03)
T—0 2 10| T 2

. T . .
Daca se face notatia k = 5 atunci se obtine:

F{x(t)} =21M lim {E sin c(km)}
k—o| T
S-a ardtat (in cadrul analizei spectrale a impulsului Dirac) cd la limitd functia de
esantionare, f,(w)= Esin c(kw), devine impuls Dirac. in consecinta,
i

F{x(t)} = 2nM3(w) (6.51)
Reprezentarea grafica a spectrului functiei continue este prezentata in figura 6.13.

] 8(w)

0
Fig. 6.13: Spectrul functiei continue

In continuare se vor prezenta alte doud exemple de analizd spectrald (respectiv de terminarea
transformatei Fourier) a unor impulsuri “cu discontinuitati” cu ajutorul proprietatii (teoremei)
de derivare a originalului (proprietatea 5).

6.3.3. Determinarea functiei spectrale a impulsului trapezoidal
Sa se determine functia de densitate spectrala a impulsului din figura 6.14a (generalizarea

impulsului video).
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A x(t) A X’(t) ux”(t)
M M et M =
T M T-T, 2 _ Py
! ! Py = = = = = -7
1 1 : : -1
: : . ooz i O
l l t] : 2 2t 2 2 t
T oo T n ! n T
2 2 2 2 2 2 ! L2 2
am|
T-T _2M 8(t+T—IJ _2M o L
T-T 2 -1, 2
a) b) ©)

Fig. 6.14: Impulsul trapezoidal simetric
a) forma de unda
b) prima derivata
¢ adouaderivata
In figurile 6.14b si ¢ sunt reprezentate primele doua derivate ale semnalului din figura 6.14a.

Transformata Fourier a derivatei a doua este:

. OM [ el el el oo | 4M o1 o1
F(x (t))z e 2-e 2-¢ 2+¢ 2|= cos— —Cos— | =
T—T, T-T, 2 2

__8M sin co(r—rl)sin co(r+rl)
T-T, 4 4

Cum prin derivarile succesive nu s-au “pierdut” impulsuri Dirac, transformata Fourier a
semnalului original x(t) se poate calcula direct cu (6.16) — derivarea in timp:

L
= 2—Msincm(T_T1)sin oft+1) -
O] 4 4

_ (r+rl)M Sincm(r—rl)sincw(r+tl) (6.52)
2 4 4

Observatie:
Pentru t, =1, din figura 14a rezulta ca se obtine impulsul video simetric vs(t), deci ar fi firesc

ca §i expresia (6.52) sa se transforme in (6.44), adicd transformata Fourier Vs(joa) a

impulsului video simetric:
. . . O . o1
T=1, = X(J(D) = tMsin c(O)smc— =1tMsinc—
S-a obtinut expresia (6.44), fapt care poate fi interpretat si ca o corectitudine a calculelor
efectuate.

In figura (6.15) s-au reprezentat caracteristicile spectrale de amplitudine in trei situatii:
e M=1, t=1Is, 1, =7 (impulsul video simetric);
e M=I1,1t=1s, 1 =

b

e M=1,1t=1s, 1 =

©|la N|a

: . T A e . .

Se vede cum micsorarea raportului —- are ca efect atat lirgirea benzii semnalului — efect
T

(eventual) negativ, dar si micsorarea amplitudinii lobilor secundari — efect pozitiv (desigur,

comparativ cu banda, respectiv lobii secundari ai semnalului video simetric).
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tX(jo) M=1l;t=1Is;1, =1

™ =
M=1;t=1s;1 -
(t+1,M 3 vl 2
2 4 4
(t+t,)M 9 9 M=l;1=1s;1, =—

2 160 T 8
\<\\_\//___> < N f [Hz]
1 4 g8 3 32 4 g

162
3 9 3 9
Fig. 6.15: Spectrul de amplitudini al semnalului trapezoidal simetric

Frecventele la care se anuleaza spectrul de amplitudini rezulta imediat:

e Pentru cazul M =1, t=1s, 1, =1 (impulsul video simetric), cum, sinc =1, se

O)(T—Tl)
4

o k £ . . :
obtin imediat frecventele f, =—,k eN , primele 4 fiind reprezentate si in figura 6.15.
T

e Pentru cazurile t, # 1, evident cd se pot anula ambii factori “sinc” din (6.52), astfel ca se

obtine:
o, (t+7 ® .
0 Mzkn@ml _dkm g 20w 2K GO
4 £ot+T, k2 141
®, (-1 ® .
0 L‘):kn@@z _ AT g, 2O 2K b keN
4 ko1, £ 2n ot-t, K
Corespunzator exemplificarilor din figura 6.15, se obtin rezultatele:
f, :L:iT:in;f1 =i=§’C=§HZ;
! T 3 3 : T 3 3
k=1 T+— T+—
° 1 =£}:> 22 4 ?
"2} |fy, =——=41=4Hz;f, =——=8t=8Hz;
T T
T—— T——
2 2
f,, :L:EIZEHZ;f12 izgtngz
kzl} T+ — T+§
0o _ _Tr>
1:1_8 f, :L:ET:EHZ;Q =i=21:2Hz
! T 7 7 2 T
T—— T——
8 8
In figura 6.15 pot fi observate frecventele f,, si f),, In ambele cazuri: 1, =—; 1, = % .

6.3.4. Determinarea functiei spectrale a unui impuls oarecare cu discontinuitati

Sa se faca analiza spectrala a semnalului din figura 6.16a, determinandu-i si banda.

2 daca 0<t<2
Expresia analitic este: x(t)=1{—2(t - 2)2 dacd 2<t<3 (6.53)
t—35 daca 3<t<5
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Transformata Fourier se va determina prin doud metode: prin derivari succesive ca in
exemplele anterioare, iar in adoua abordare se va verifica rezultatul obtinut in prima prin
determinarea aceleiagi transformate prin integrare directa.

Ax(t) AX'(t)
2 2%25(t)
1 117"~~~
. R ¢ . S
0 1 2N\N3 4,/5 o 1 2\ 3] 4 5
- parabola -I7
L 27 -28(t-2) \ |yt
4= mmmmmm -
a) b)
AX(t Ax7(t
x© 38(c-3) 0 as(c-3)
2 1 21 I
! I
1 I 1 1
' L I t
o 1 2f 3| 4 15 oo 1 2 3 4 s
! ~§(t-5) -1
2 Y
z(t)
-45(t-2)
B A4r-------
c) d)

Fig. 6.16: Semnalul de analizat si derivatele sale:
a) forma de unda a semnalului (6.53);
b) forma de unda a derivatei intai;
¢) forma de unda a derivatei a doua;
d) forma de unda a derivatei a treia.

Metoda I: Aplicarea derivarilor succesive
Expresia primei derivate este evidentd din (6.53), cu observatia ca apar si impulsurile Dirac
din figura 6.16b, corespunzatoare salturilor din origine si din momentul t =2 :

0 daca 0<t<2
x (t)=1-4(t-2) daci 2<t<3
1 daca 3<t<5

linand cont si de cele doud impulsuri Dirac, rezulta:
x (t)=28(t)-25(t - 2)+ y(t) (6.54)
unde:

(6.55)

()= —4(t-2) daci2<t<3
1 daca3<t<5

fn aceste conditii, derivata a doua x" (t) este practic prima derivatd y' (t) (figura 6.16¢):
y (t)=58(t—3)-8(t—5)+=(t) (6.56)

in care:
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(6.57)
0 daca3<t<5

-4 dacd 2<t<3
o0~
In fine, a treia derivati x ' (t) revine la z'(t), care consti numai in impulsuri Dirac, deci
procesul derivarilor successive este finalizat:
x"(t)=2(t) = —43(t —2)+ 43(t - 3) (6.58)
Spre deosebire insd sde cazurile anterioare (in care prin derivarile successive NU S-AU
“PIERDUT” IMPULSURI Dirac si deci transformata X(jco) se putea calcula direct cu

proprietatea 5 sau (6.16) a derivarii in timp — sau a derivarii originalului), in acest caz trebuie
determinate succesiv toate transformatele semnalelor introduse 1n (6.55), ..., (6.58), adica la
fiecare pas se vor considera si impulsurile Dirac din relatiile mentionate mai sus. Concret:

e Se aplica transformata Fourier derivatei z (t), relatia (6.58):

Fiz' ()= 4F{3(t - 2)} + 4Ff5(t - 3)} = 4 (e Po —e7°) (6.59)
Aplicand proprietatea (6.16) de derivare a originalului, rezulta ca:
F ' t -Bo _ -Ro
SR AU )
Jo Jo

e Se aplica transformata Fourier derivatei y'(t), relatia (6.56):
-Bo _ -2 ) )
Fly (0] = Z(joo) + SF{(t - 3)} - F{s(t - 5)} = M F5e7B _Tio (6.61)
jo

Aplicand iarasi proprietatea de derivare in timp (6.16), rezulta ca:
F ' t -Bo _ -Ro -Bo _ -jS®
Y(j(o)z {y ( )} _ 4(6 e )+ Se e

(6.60)

- - (6.62)
jo (jo) jo
e Se aplici transformata Fourier derivatei x’ (t), relatia (6.54):
Fix ()= Y(jo)+ 2F{5(0)} - 2F{3(t - 2)} =
_ 4(61‘3(” _Zeﬁu)) Se*ﬁw._ e J5o N 2(1 ~ e—jZm) (6.63)
(jo) jo
e In fine, aplicand pentru ultima data (6.16), rezulta transformata X( jm):
F ' t -Bo _ -Ro -Bo _ _-j5o P 0]
X(jco): {X ( )} _ 4(e e )+ Se e N 2(1 .e ) (6.64)

.3 ERY

jo (jo) (jo) o
Metoda II: Calculul transformatei Fourier conform definitiei
Se aplica transformata Fourier

0 2 3 5
X(jo)= J'x(t)e—iwtdt _ I2e_j°’tdt—j2(t—2)2 e—jmtdtJrJ'(t_S)e-jmdt
0 2 3

—00

I L I3
Calculand cele trei integrale, se obtine:

2
}_A(l_e—jzm);
0

JO

—jot

2
I = ZIe_jmtdt e
0 Jo

3 ' 1 L (smdou)
I, =—2J‘(t—2)zeﬂ‘”tdt — ZJ.uze “iolu2) gy = pe” J2"’.|.u2£—ldu:
0

2 t=2=u 0
Y2 f (o) 207720 o 2 (( !
)+_—Ju(e JU’u)du = e 10+ = (ue ou

0 Joy j® jo
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20780 geBO gemBo _gemi20

I, = + +
Tode (jof (jo)
> . °© —jso Oy
I; =j(t—5)e_J“’tdt — J.ue_Jw(“+5)du=—e . J.u(e_]“’“)duz
3 t=5=u_» Jo 5
_ 0 i ; _ _ _
_ ._]SOJ ue*jwu 0 _,’_.i J.(e*j(nu ).du _ e ']50) |:2ej203 . 1_.eJ2(1) :| _ e Bo —e 5o _ 26. Bo
jo 2 jo 2 jo jo (jo) jo

Prin sumarea rezultatelor obtinute pentru cele trei integrale se obtine transformata Fourier:
20730 geTBO gemBo _gemi20 gmBo _omPo gemBo

-t t R -2 T

jo (o) (jo) (jo) jo
Efectuand calculele, se (re)obtine (reconfirma) (6.64):

. 2(1 - eszm) 4(671‘3“’ - esz‘”) 5 P0 _g7Fe
X(jo)= — —

(joo) (jo)

X(jo)=1, +1, + 1, =.£<1_e—j2w)+
Jjo

Comentariile sunt de prisos!

Pentru analiza spectrald a acestui semnal (observatie: transformata fiind complexa, se poate
pune si problema studiului caracteristicii de faza), evident ca se impune putina trigonometrie
asupra transformatei X(jo). Se vor analiza cei trei termeni ai transformatei (6.64) individual:

R 4(e_j3°’ —eTi%e ) _ 4] e Be _gi2e _4 sin(3o) - sin(20) .4 cos(3w) - cos(2m)
(jo) I 3 o3
5e7Be _g7Fw _ SePe _gmhe _ cos(5m)—5cos(3m) n 5sin(30) - sin(50)
(jo)? e o2 o2
R 2(1 —.e_jz‘D ) ) e P 1 ) cos(20) -1 - jsin(2w) _y sin(2w) 4 sin? ()
jo o) o o o

Cu acestea, expresia transformatei Fourier devine:

8 sin(mj COS(SCOJ + o(cos(50) - 5cos(3m)) + 20 sin(2w)
. 2 2
X( ] oo) = 3 +
© (6.65)
o(5sin(3w)—sin(50)) - 40° sin* (o) -8 sin((;j sin(sfj
+] 3
a}
Se obtin astfel urmatoarele expresii ale caracteristicilor spectrale):
e Caracteristica de amplitudine, A(w)= |X( jm] :

[8 sm@ cos[52°°j + ofcos(50) - Scos(30)) + 267 sm(z@)]z R

. (m(s sin(30) - sin(50)) - 40 sin* (o) -8 Sin((;j Sin[SZCODZ

Alo)= = (6.66)

tm(X(jo)
Re(X(jo)

o(5sin(3) - sin(50)) - 40 sin? (o) - 8 Si“@ Sm(sﬂ

e Caracteristica de fazi, o(w)= arctg

(6.67)

o(o) = arctg A sin( czoj COS( 5200j + ocos(50) — 5 cos(30)) + 20° sin(20)
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Cele doua caracteristici sunt reprezentate grafic in figura 6.17.

1)
5 =+
2
: : : — >
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
A olo a)
1000
o
. 0.4 . 2m
0 w N & 0.8 1 .
24 b)

Fig. 6.17: Caracteristicile spectrale ale semnalului din figura 6.16a
a) spectrul de amplitudini;
b) spectrul de faze.

Caracteristica de amplitudine A(w) nu se anuleazi, deci banda semnalului se poate lua de la
zmnlapﬁnnﬂnﬁanﬁUundﬁemwnmideOASHzﬁnﬁgna16J7a:B==@;Q4ﬂHz.

Observatie:

Problema poate fi rezolvatd (si) cu ajutorul unor software matematice, ca de exemplu
MathCAD sau Matlab. De exemplu, figura 6.17a reprezinta o capturd a graficului obtinut
implementand in MathCAD relatiile (6.64) sau (6.66) (in cazul relatiei (6,64) se reprezinta
grafic modulul); pentru figura 6.17 s-a reprezentat grafic in MathCAD relatia (6.67).

Acelasi lucru se poate obtine si cu ajutorul urméatorului script Matlab:

syms omega %se defineste variabila simbolica omega
%Se defineste simbolic transformata X(j*omega), conform (6.64)
X=2*(1-exp(-li*2*omega))/1li/omega+d*(exp(-1li*3*omega). ..
-exp(-li*2*omega))/(li*omega)"3+(5*exp(-1li*3*omega). ..
-exp(-li*5*omega))/(li*omega)”"2;
XO=limit(X,omega,0); % se calculeaza limita transformatei in O
%Se introduc si apoi se ploteaza caracteristicile sub forma exponentialelor
complexe
clearvars
omegamin=0;
omegamax=4*pi ;
N=omegamax*100/pi; %cate 100 puncte pe Tiecare interval cu lungimea pi
for i=1:N+1
omega(i)=omegamin+(i-1)*(omegamax-omegamin)/N;
if omega(i)==0
X(i)=4/3; % valoarea limitei returnata de sectiunea de calcul simbolic
else
X(i)=2*(1-exp(-li*2*omega(i)))/li/omega(i)+...
4*(exp(-li*3*omega(i))-exp(-1li*2*omega(i)))/(li*omega(i))"3+. ..
(5*exp(-li*3*omega(i))-exp(-1li*5*omega(i)))/(Li*omega(i))"2;
end
fi(i)=angle(X(i));
end

figure(1)
subplot(2,1,1)
plot(omegas2/pi ,abs(X))
subplot(2,1,2)
plot(omegas2/pi,fi);
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Dupa rulare se obtin grafice asemanatoare cu cele din figura 6.17.
6.3.5. Sinus redresat (mono sau dubla alternanti) neperiodic

Semnalul este reprezentat in figura 6.18a. Expresia sa analitica este:

x(t) = Usin(% tj ; 0 <t < T, perioada sinusoidei neredresate fiind 2T.

Prin schimbarea de variabila:

T T
——<T<—=
T 2 2
T=t——=<dt=dr ,
2 T
t=1t+—
2
semnalul devine par, fiind reprezentat si grafic in figura 6.18b. Rezulta densitatea spectrala:
T
N N 2 i T
X(jo)= J.x(r)cos((m)dr = Jx(r)cos(cor)dr = 2UIsin[¥(r + Eﬂ cos(owt)dr =
o 0 0

T

ot 5

Daca se noteazd o, ::¥ (pulsatia sinusoidei din care s-a extras semnalul x(t)), atunci se

obtine succesiv::

T T
) 2 2
X(J(D)= v sin (£+mjr} + Y smK——wjt}
T T
7+0\) L
T i o T 0
X(jo)= Y sin E+CO—T + Y sin n_of
T 2 2 2 2
T T
X(jo) Ucos( Tj ! : :2_TEU s(m—Tj 21
T T T 5
—t0 —-o A
T T2
mTj
COS7
X(jo)=27UT (6.68)
X(jo) =207 3

Pentru calculul benzii, trebuie rezolvati ecuatia X(jo)=0= o = —(2k +n

Mai intai insa se observa ca 1n cazul k = 0 apare o nedeterminare:

0 oT)\T
0 Sm( 2 jz UT
k=0 o=" =X j=X|=2UrT—222 ="
T T 20T? 2
°=r

Caracteristica spectrala de amplitudine este reprezentata in figura 6.18c.
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4x(t) 4 x(t) N |X(](DX

v
ve

0 T T 0 T 0 Wy

a) 2 b) 2 c)
Fig. 6.18: Caracteristicile semnalului ,,sinus redresat”

a) forma de unda;
b) simetrizarea formei de unda (schimbarea de variabild),
¢) caracteristica spectrald de amplitudine;

. . 3 . 3
Rezulta ca largimea benzii este oy = ?n , respectiv f; = T

Observatie:
In titlu practic s-a afirmat ca indiferent ca semnalul sinusoidal este redresat mono sau dubla

alternanta, spectrul semnalului neperiodic este acelasi. Se va verifica aceastd afirmatie,
determinand SFE si apoi SFA ale celor doud semnale, considerate periodice.

. . 1 < jn o,
Se scrie SFE atasata semnalului x(t), conform (6.3): x(t) = 5 Z:AnceJ ot

n=—oo

. . 2 . 2
unde, in conformitate cu (6.5) si (6.10): A, = T—X(Jncoo), unde ®, = T—n
0 0

e In cazul semnalului sinusoidal redresat dubli alternantd periodic, este evident ca
T, =T, astfel ca se obtine:

2
R ) O
2 T n mtl4n
F_(nmo)
1 < n+l 4U ..
) . 2 0 ol))=
x(t) 2n§0( 1) m(cos(nco t)+ jsin(nw,t))

s Y
ol ml4n” —1
rezultat identic cu cel obtinut prin calculul “clasic” al SFT, respectiv SFA

e In cazul semnalului sinusoidal redresat mono alternantd periodic, este evident ca

cos(n(oot)

. 2 .
T, =2T, deci o, = —z; = %, astfel cd se obtine:

2 nTw
T" cos| —
2 2n nw,T 1 27U 2
.. =—-—Ucos = . =
© 2T T 2 )’ ,  T* w*(i-n?)
72_(““)0)
T b
(-1) 2U2 dacin = 2k
= Tcil—ni
0 dacan =2k +1

Cu exceptia cazului n = =1, cand apare o nedeterminare. Pentru acest caz se obtine:
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nm) o . (nm
2U COS(zJ 02U Sm( 2 j n U
Ailc =—'1im—2:—~]im—._:__

T noil ]—p T noxl —2n 2 2
Se obtine astfel SFE, respectiv SFA:

x(t) = % iAnc (cos(nw,t)+ jsin(nw,t)) = % - % cos(w,t)

n=—oo
9

2U & nt1 4U - K U
=—+) (-1 cos(yt)+ ) (—1 cos(2km,t
DN o 1) (@00)+2.( )—(—)n1_4k2 (2kat)
rezultat ,,aproape” identic cu cel obtinut prin calculul “clasic” al SFT, respectiv SFA.
Apar unele diferente la semnele coeficientilor Cn, dar armonicile A, =|Cn| sunt

aceleasi. Explicatia constd in faptul ca la calculul transformatei Fourier am simetrizat
semnalul, dar nu si la calculul direct al SFT/SFA. Dupa cum s-a mentionat la Analiza
armonicd a semnalelor periodice, translatiile pe abscisd nu afecteazd spectrul de
amplitudini, ci numai pe cel de faze. Rezultd ca semnalul x(t) dedus aici va avea alt
spectru de faze fata de cel obtinut prin analiza Fourier “clasica”.

Faptul ca s-au regasit rezultatele de la SFA a semnalelor sinus redresat dubla/mono alternanta
vine sd confirme afirmatia ca din punctual de vedere al semnalului neperiodic, cele doua
spectre coincide.

In incheiere se vor prezenta analizele spectrale ale unor semnale cu aplicatii importante 1n
domeniul radiolocatiei, respectiv semnalul (sau impulsul) radio si altele, derivate din acesta.
Se face precizarea ca in esenta o instalatie de radiolocatie se compune din doua blocuri mari:

Emitatorul, care genereaza si emite 1n spatiu semnalul de sondaj, care este de tipul
celor ce vor fi prezentate In continuare (impuls radio);

Receptorul , care receptioneaza semnalul ecou (reflectat de {intd) si care are rolul de a
stabili distanta pana la tintd. Deci, semnalul ecou (prezumat a fi semnalul de sondaj
reflectat de tinta) va fi demodulat (proces prin care se obtine un semnal video) si apoi,
cu ajutorul unui procedeu numit (auto)corelatie se poate determina distanta.

Cu alte cuvinte, absolut esentiale in radiolocatie sunt semnalele de tip video (deja analizate) si
cele de tip radio, ce vor fi prezentate in continuare.

6.3.6. Analiza spectrala a impulsului radio

Expresia matematica a semnalului (impuls) radio (singular si cosinusoidal) este urmatoarea:

T
cs(t)z Mcos((oot) |t|<—

2, (6.69)
0 altfel
2n T
unde T) = — << —
®o
cs(t) $ep(®)
M M
| | _Ti | :
’ L 2 ; : t
I i : i : ]
2 2 ' 2 T, '
a) ' b) >
Fig. 6.19: Impulsul radio cosinusoidal
a) singular

b) periodic
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Se poate observa cd semnalul cs(t) se poate scrie sub forma c (t) = Vs(t)cos((oot), unde vs(t)

este impulsul video simetric de latime t (6.42). Impulsul radio (figura 6.19a) reprezinta
“decuparea” unei perioade a semnalului cosinusoidal (periodic) — figura 6.19b.

Se poate scrie ca ¢, (t) = v, (t)cos(w,t)= %VS (t)eieot + %VS (t)e ™!

Folosind proprietatea (6.15) - de deplasare a spectrului (modularea), se obtine ca:
F X (j(o- 00 )} =e'x(t) < X(i0-,))= Fe7™'x(t)]
CumF{x(t)} = X(jo) si x(t)=v(t), se obtine:

C,(j0)=2 Vylilw -0y )]+ 3 V. i+ o, )] -

- %(smc (“’_2°’°)r Tsinc (“)“"O)t]
(0- o)r (@+0 )|
2|

(6.70)

I (jo) ==

Sll’l C +sinc

Spectrul de amphtudlnl al 1mpulsulu1 radio este centrat in jurul pulsatiilor ®, si —®,. Cum

pulsatiile negative nu sunt realizabile practic, rezultd ca spectrul este axat in jurul pulsatiei
®,, dupd cum se poate observa si in figura 6.20, din care se poate observa si ca banda

impulsului radio este de doud ori mai larga decat banda impulsului video:

B,=2By zg ; ry (6.71)
T .

[

i 2
5 0
2n O 21 i

0y —— 0y +—

T T

Fig. 6.20: Spectrul de amplitudini al impulsului radio cosinusoidal
Observatii:
1. Utilizand rezultatul obtinut pentru transformata Fourier a impulsului radio (singular si
cosinusoidal) se poate deduce expresia seriei Fourier corespunzatoare semnalului

periodic:
Cp(t)z k;oovs (t_le)COS(th) |t—le| <%’
0 altfel

unde T este perioada (de repetitie a) semnalului radio (6.69); ®, = r2r_7: .

1
Se scrie SFE atasaté semnalului cp(t), conform (6.3):

ZA Jnmlt

unde, conform (6.5).

2 “inw 2 . ™| . (nm - )r . (nm + o, )t
A =—J.cp(t)eJ ltdt=T—CS(Jnm1)=T—(smc%+smc%

D¢
T, T 1 1
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cp(t) ™M i sinc (no, — oo +sinc (no, 1oy elnent
Tl n=—0o 2 2

In figura 6.21 se prezintd spectrul de amplitudini al semnalului radio (cosinusoidal)
periodic. Se poate observa ca acesta este discret, avand drept infasurdtoare spectrul

impulsului radio din figura 6.20.

- 7y
\

-
h L

"8

: "
I' l" Tl
ot TrerTres Tles] ILI [ I ‘ I ‘ f'I l‘["nlfl‘[‘r,:’fl‘n.—f IrerIr.
2n O ® 21

Wy —— 0+t —
T T

Fig. 6.21: Spectrul de amplitudini al semnalului radio (cosinusoidal) periodic

Utilizand rezultatul obtinut pentru transformata Fourier a impulsului radio (singular si
cosinusoidal) se poate deduce expresia transformatei Fourier corespunzitoare
Limpulsului” cosinusoidal continuu:
Semnalul cosinusoidal este definit astfel:

xc(t)=cosmyt, t € (~o0,00) (6.72)
Deoarece semnalul nu este absolut integrabil, se construieste un semnal pentru care se
poate aplica transformata Fourier. Acest semnal, absolut integrabil, este (6.69), a carui
transformata Fourier este (6.70), in care M =1. Rezulta ca:

Fixo ()= Thig%{sin C(Wj +sin C(Mﬂ -

=7 lim[i sin c((m_—m())T] +—sin c(—(m D )Tﬂ
10| 27T 2 2 2

S-a aratat (in cadrul analizei spectrale a impulsului Dirac) cad la limitd functiile de
esantionare,
T T

f.(o-w))= ;sinc((m—mo)lj, sau f (0 +o,) = ;sinc((mvwno)lj
T 2 T 2

devin impulsuri Dirac.
In consecinta,
F{x (1)} = 18(0 — oy )+ 18(00 + 0, ) (6.73)

Reprezentarea grafica a spectrului impulsului cosinusoidal este prezentata in figura 6.22b.

4 cos(mot) F{cos(mot)}

AAAAANAA - L]

f\/\/\/\/a)\/\/\/V e

b)
Fig. 6.22: Semnalul cosinusoidal

a) Reprezentarea 1n timp a semnalului cosinusoidal cos®,t

b) Functia de densitate spectrald a semnalului cosinusoidal cos®,t
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3. In mod analog se poate proceda pentru impulsul radio sinusoidal, definit astfel:
: T
t t)|t|<—
s(t)= xo(0sin{o0t) < 2, (6.74)
0 altfel

unde T, = EL <«

s 20 5p(t)

I (T[T WV

UMUU R UUUM |

Fig. 6.23: Impulsul radio sinusoidal

a) singular
b) periodic

3.1. Pentru “segmentul” de semnal sinusoidal transformata Fourier are expresia:

S, (jo)=A _z[sin(mot)efj@tdt (63% T(ejwot — et )efj"’tdt =
2 2
A ej(w—wo); _e—j(w—wo)g ei(wﬂ)o% _e—j(wﬂoo)% (61)
:2_j j(0-o,) ) jo+o) )
A sin(o — o, )g sin(o + o, )%
i (0- ) (0+0,) -

= j%|:sin c((ncol + 0, )%) —sin c((nml ON )%j} (6.75)

Prin comparatie cu modul de lucru utilizat in cazul impulsului radio cosinusoidal, se
poate observa simplificarea calculelor oferita de aplicarea proprietatilor transformatei
Fourier fata de calculul direct.

Din analiza expresiei (6.75) se poate observa ca spectrul de amplitudini |Ss(j0))| este
identic cu cel al impulsului radio cosinusoidal, prezentat in figura 6.20.

3.2. Utilizand rezultatul obtinut pentru transformata Fourier a impulsului radio (singular si

sinusoidal) se poate deduce expresia seriei Fourier corespunzitoare impulsului
periodic (figura 6.23b):

Zx —KT, )sin(w,t) |t - kT1| <X
p k=— 2 s
0 altfel

unde T este perioada (de repetitie a) impulsului radio (6.74); o, = 2n .

1
Se scrie SFE atasaté semnalului sp(t), conform (6.3):

ZA anlt
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unde, conform (6.5):

2 e 2 .
Anc = T_ J.Sp(t)e ! 1tdt = T_Ss (Jn('ol):

lT1 1

_ jTT—A[sin c[(ncol + )%j _sin c((nml o, )%H

1

5, (0)- Jﬁ[ 5 (sn (0 + o) -sinc{ v o )ED}

n=—o0
Spectrul de amplitudini al semnalului radio sinusoidal periodic este acelasi cu cel din
figura 6.21, corespunzator semnalului radio cosinusoidal periodic.

3.3. Utilizand rezultatul obtinut pentru transformata Fourier a impulsului radio (singular si
sinusoidal) se poate deduce expresia transformatei Fourier corespunzatoare
Limpulsului” sinusoidal continuu (figura 6.24a):

Semnalul sinusoidal este definit astfel:

x(t)=sino,t, te(—o0,m0) (6.76)
Deoarece semnalul nu este absolut integrabil, se construieste un semnal pentru care se
poate aplica transformata Fourier. Acest semnal, absolut integrabil, este (6.74), a carui
transformata Fourier este (6.75), in care M = 1. In consecinta:

Flxg ()} = }g%{sin c((m + o, )%J —sin c((co o, )%ﬂ -

T T
=jnlim 2 in c((m + 0, )1] ~Z5in c[(co -0, )EJ
10| T 2 T 2
Ca si la impulsul cosinusoidal, se obtine:
F{xg(t)} = jnd(0+ 0, ) — jmd(o - o, ) (6.77)
In figura 6.24b se poate vedea reprezentarea grafica a spectrului impulsului sinusoidal.
sin(wt) “F{sin (00 t)}

MDA w |
AarARR T

b)

VS

Fig. 6.24: Semnalul sinusoidal
a) Reprezentarea in timp a semnalului sinusoidal sin @t

b) Functia de densitate spectrald a semnalului sinusoidal sin ot

Observatie:
Semnale cu spectru de tip trece banda (semnalul radio e un prim exemplu)!!!

Chirp!!!
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7. CONVOLUTIA SEMNALELOR ANALOGICE

Se numeste functie (produs) de convolutie in timp a semnalelor x;(t) si x»(t) integrala:
def %

x(t) = Jxl(r)-xz(t—r)dr (7.1)

—00
Notatia consacrata a produsului de convolutie in timp este urmatoarea:

not
x(t) = x, ()@ x,(t) (7.2)
Convolutia unui semnal cu 3(t) sau u(t) conduce la rezultate utile analizei numerice a

semnalelor.
Produsul de convolutie se poate interpreta printr-o ilustrare grafica. In figura 7.1 sunt

prezentate spre exemplificare functiile: x,(t)=u(t) si x,(t)=1-e™,a>0, al ciror
produs de convolutie x(t)=x,(t)® x, (t) este construit pe etape.

Aria hagurata reprezintd produsul de convolutie, care, asa cum rezultd din (7.1) este o
functie de t.
Din reprezentarea grafica rezulti ca pentru a efectua x,(t)® x,(t) se realizeaza simetricul

celei de a doua functii fatd de ordonata, xz(— r), se deplaseaza pe axa 1 cu t secunde,
rezultand x, (t - r) , ca apoi sd se Tnmulteasca cu x;(t).

$xt)=u(t)

W AT
'

- .
Fig. 7.1: llustrarea grafica a produsului de convolutie

7.1. TEOREMA INTEGRALEI DE CONVOLUTIE iN TIMP.

Transformata Fourier a produsului de convolutie este produsul algebric al transformatelor
Fourier ale semnalelor din produs.

X(jo) =X, (jo)- X, (jo)

(7.3)

unde X, (jo) = F{x, (1)} ; X, (jo) = Fix, (1)}
si x(t) = x, ()®x,(t)

Demonstratie:
Aplicand transformata Fourier semnalului x(t), definit conform (7.1) rezulta ca:
2 . (1.118) 2 | % .
X(jo)= j x(t)e 1 'dt = I j X, (1)x, (t—t)dr |e1°'dt (7.4)
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Inversand ordinea de integrare se obtine:

X(jm)z_]? Xl(‘t{_]f x,(t—1)e J(’”d‘[}dr = Txl X, (jo)-e"dt =
-3 (jo)- [x,(9)-¢7de =X, o), o

Proprietatile convolutiei in timp a semnalelor.
a) Produsul de convolutie este comutativ.

o0

x(t)= le(’t)Xz(t—’t)d’t= Txl(t—t)xz(t)dr (7.5)

—0o0 —00

b) in interiorul produsului de convolutie s poate aplica ntegrarea, respect derivarea
-] fr. ks o [ or] @0 0
Proprictatea (7.6) se demonstreazd usor indnd cont ci:
(o= ox (o)} X202

In mod analog produsului de convolutie in timp se defineste produsul de convolutie in
frecventa astfel:
ef <
X(jo) = [X, (%)X, (j(0—2))d (7.7)

—0o0

Notatia consacrata a produsului de convolutie n frecventad este urmatoarea:

not
X(jo) = X, (jo)® X, (jo) (7.8)
7.2. TEOREMA INTEGRALEI DE CONVOLUTIE iN FRECVENTA

Transformata Fourier inversd a produsului de convolutie in frecventd este produsul
algebric al semnalelor, ponderate cu o constanta.

FHX, (jo)® X, (jo)} = 2 x, (1) x,(t) (7.9)
Proprietatile de comutativitate, integrare si de derivare sunt valabile si in cazul convolutiei
in frecventa.

)= [3 ()X, (o -2 = [, (o1, ()0 (7.10)
X(jm):X'l(jm)@” ,(jn) dx} [TXI jr dk}@x (jo) (7.11)
7.3. EXEMPLE

In continuare se prezinti doui exemple ale convolutiei unui semnal x(t) cu functia Dirac
S(t) , respectiv functia treapta unitate u(t).

7.3.1. Convolutia cu impulsul Dirac 3(t)

Conform proprietatilor functiei 3(t), rezulti ca:

jx(r)S(t - r)drz x(t) (7.12)
Relatia (_7.12) se poate scrie simbolic astfel:
x(t)®8(t) =x(t) (7.13)
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Conform teoremei integralei de convolutie in timp, rezulta ca:

F{x(t)®8(t)} =X(jw)-1 (7.14)
Concluzie:
Produsul de convolutie intre un semnal si functia Dirac conduce la acelasi semnal.
Aceastd concluzie poate fi interpretata grafic. De asemenea aceastd reprezentare grafica
ofera posibilitatea de a demonstra relatia (7.12).
Fie semnalul x(t) prezentat in figura 7.2. Aria suprafetei de sub curba x(t) poate fi

aproximata printr-o suma de impulsuri de suprafata x(kAt)-At. Spre exemplu, impulsul
nehagurat din figura 7.2, poate fi caracterizat de relatia x(kAt)S(t - kAt)At , fiind localizat

pe axa timpului la momentul t = kAt.
Semnalul x(t) prezentat in figura 7.2 poate fi aproximat prin relatia:

x(t) = > x(kAt)d(t — kAt)At (7.15)
k=0
Aproximarea (7.15) este cu atdt mai exacta cu cat intervalul de timp At al esantionului este
mai mic. La limita, At — dt,kAt — 1, relatia (7.15) se transforma in integrala. Pentru un

semnal x(t) a carei durata este infinita, conform (7.15) si a observatiilor anterioare rezulta

ca Ix(r)S(t —1)dr=x(t) , adica relatia (7.12).

f=(t) $x(t)
N~ ) e b)
<l f% %% )
g e i 5

T

semnalelor, cum ar fi:
» Descompunerea semnalelor in functii de tip impuls-unitate

+00

jx(r)ﬁ(t —1)dt (7.16)

» Reprezentarea semnalelor prin esantioane de tipul (7.16), proportionale cu impulsul
Dirac permite determinarea (conform 7.14) a transfomatei X(jo)a semnalului,
ceea ce constituie 0 metodad de analiza numerica a semnalelor.

» Scrierea semnalelor sub forma de esantioane este utilizatad la analiza sistemelor
liniare. Cunoscand raspunsul sistemului la un esantion de forma (7.16), se obtine
prin superpozitie raspunsul la toate esantioanele, adicd la semnalul x(t) scris
conform (7.15) sau (7.12).

» Convolutia cu impulsul Dirac poate fi utilizata la calculul unor transformate
Fourier.

7.3.2. Convolutia cu impulsul treapta unitate u(t)

Conform (7.12) produsul de convolutie al unui semnal x(t) cu functia Dirac are expresia:
x(t)®3(t)=x(t). Conform (7.6) in interiorul produsului de convolutie se poate aplica
integrarea, respectiv derivarea, obtinandu-se relatia

x(0)=x (1)® [LS(r)dr] (7.17)
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d(u(t))

Aplicand asupra (7.17) observatia ca, 6(‘[) = " = u'(t), derivata functiei treptd unitate

este functia Dirac, rezulta ca:

x(t)=x'(t)®u(r) (7.18)

sau

t
x(t)= J‘x'(r)u(t—t)dt (7.19)

Concluzie:
Produsul de convolutie intre derivata unui semnal §i functia treapta unitate conduce la
acelasi semnal.
Aceasta concluzie poate fi interpretatd grafic. De asemenea aceastd reprezentare grafica
ofera posibilitatea de a demonstra relatia (7.19).
Fie semnalul x(t) prezentat in figura 7.3. ce poate fi aproximat printr-o suma de trepte
plasate pe axa timpului la momentele t=kAt. Aceste semnale treaptd au amplitudinea
egala cu Ax(kAt). Aceastd amplitudine este astfel aleasd incat sa fie aproximativ egald cu

produsul dintre derivata semnalului (panta functiei x(t)) la momentul t = kAt si durata At.

Ax(kAt) = x ' (kAt)At (7.20)
$x(t) ) x(t) o

ﬁx(km)_f" N %/%ﬁ x [r)ar
o .. N

Fig. 7.3: Descompunerea unui semnal in semnale treaptd de amplitudine: a) Ax(kat) b)

X'(T)d’f
Semnalul x(t) prezentat in figura 7.3 poate fi aproximat prin relatia:
x(t)» D x (kAt)u(t — kAt)At (7.21)
k=0

Aproximarea (7.21) este cu atdt mai exactd cu cat intervalul de timp At este mai mic. La
limitd, At — dt,kAt — 7, relatia (7.21) se transforma in integrald. Pentru un semnal x(t)

conform (7.21) si a observatiilor anterioare rezulta ca
t

x(t)z J.X'(r)u(t - r)dr ,

—0o0

adicd relatia (7.19).

semnalelor sau a sistemelor liniare.
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7.4. APLICATII

7.4.1. Sa se determine produsul de convolutie a semnalelor urméatoare:

—a-t —b-t
Xl(t):{e pentrut >0 Xz(t):{e pentrut>0.

0 pentrut <0 , 0 pentrut <0
Rezolvare
x(t)=(x, ®x, )t)= le t—‘c)dr—j ot g (g
h ();t0<:>r>0 P =
x,(t-1)z0= 1<t f
:>X0)=e‘M-je@aﬁdtzelm_ewﬂht :e_b't'e(b_'a)'t—e_b't:G:_a't—e_b't
0 b—a|O b—-a b—-a

Daca a = b, atunci (se convoluteaza x;(t) cu ea insasi):

x(t)=(x, ®x, )t)= J.Xl (1)-x,(t—t)dt = je_” e g = ¢
0

e(a a)tdr_t e —a-t

—0o0

ov._,_,

in final rezulta:

b-a

e—a~t —e bt . it
x(t)={"p,  Pentrua
t-e™! pentrua =b

7.4.2. Sa se determine produsul de convolutie a semnalelor urmatoare:
4t—-8 daci te(2.,3) ¢! dacit<0
-] 0=

0 altfel 0 dacat=>0
Rezolvare
© 3
x®y(t)= jx(r)~y(t—r)dr=J.(4'r—8)~y(t—r)dr
—0 2
Dar y(t—-1)# 0= t-1<0 & t<1
t<2
e Daca }:>t—r<O,Vre(2;3)
2<1<3
2<t<3
e Daca }:t—r<0,Vre(t;3)
2<1t<3
t

>3
e Daca =t-1>0,Vre(2;3)
2<1<3

Rezulta ca:

3
12'[ (t—2)-¢""dr daca t<?2
2

x®y(t)= 12J.(r—2)~et_rdr dacda 2<t<3=..

0 daca t>3
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9. CONVOLUTIA SI CORELATIA SEMNALELOR ANALOGICE
9.1. PRODUSUL DE CONVOLUTIE

Se numeste functie (produs) de convolutie in timp a semnalelor x1(t) si x2(t) integrala:

def %
x(t) = Jxl(t)xz(t—r)dr 9.1
Notatia consac;até a produsului de convolutie 1n timp este urmatoarea:
not
x(t) = x, (1) ® x,(t) 9.2)

Convolutia unui semnal cu 8(t) sau u(t) conduce la rezultate utile analizei numerice a

semnalelor.

Produsul de convolutie se poate interpreta printr-o ilustrare grafica. In figura 9.1 sunt

at ), a >0, al caror

prezentate spre exemplificare functiile: x,(t)=u(t) si x,(t)= u(t)(l -e
produs de convolutie x(t)=x,(t)®x,(t) este construit pe etape.

Aria hagurata reprezinta produsul de convolutie, care, asa cum rezultd din (9.1) este o
functie de t.
Din reprezentarea grafica rezultd ci pentru a efectua x,(t)®x,(t) se realizeazi simetricul

celei de a doua functii fatd de ordonata, xz(— r), se deplaseaza pe axa T cu t secunde,
rezultand x, (t — 1:) , ca apoi sd se Tnmulteasca cu xi(t).

1x,(t)=u(®)
1

4 x;(t)=u(v)

T

Xl(T)

xalt-v) x|()®xy()=0 sau
T

t<0

Fig. 9.1: Tustrarea grafic a produsului de convolutie

9.1.1. Teorema integralei de convolutie in timp

Transformata Fourier a produsului de convolutie este produsul algebric al transformatelor
Fourier ale semnalelor din produs.

X(jo) =X, (jo)X,(jo) (9.3)
unde X, (joo) = Fix, (t)} ; X, (joo) = Fix, (t)}
si x(t) = x,(1)®x,(t)

Demonstratie:
Aplicand transformata Fourier semnalului x(t), definit conform (9.1) rezulta ca:
0 ) (6.9) © ') )
X(jo)= J‘x(t)e_“’“dt = j { le (t)x,(t- r)dr}e_“”tdt (9.4)
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Inversand ordinea de integrare se obtine:

X(jo)= _]3 X, (T{_T X, (t— r)e_j‘”tdt}dr (6;3)_]9)(1 (1)X, (jo)e " dt =
% o) x e s =X, o)X, o)

Produsul de convolutie in timp se bucura de cateva proprietati, ca de exemplu:
a) Produsul de convolutie este comutativ.

o0

x(t)= le(‘C)Xz(t—‘t)d’t= Txl(t—t)xz(r)dr 9.5)

—0o0 —00

b) in interiorul produsului de convolufie e poate aplica ntegrarea respectv derivarea
=508 ] ("')‘“H s &)m}@x;(t) 06
Proprietatea (9.6) se demonstreazi imedia, inand cont ca:
(o)~ ox, o] 20

In mod analog produsului de convolutie in timp se defineste produsul de convolutie in
frecventa astfel:

efOO

X(jo) = [X,(2.)%, (j(0—2))d2 (9.7)

—00

Notatia consacrata a produsului de convolutie in frecventa este urmatoarea:

not
X(jo) = X, (jo)® X, (jo) (9.8)
9.1.2. Teorema integralei de convolutie in frecventa

Transformata Fourier inversd a produsului de convolutie in frecventd este produsul
algebric al semnalelor, ponderate cu o constanta.

FHX, (jo) ® X, (jo) = 2mx, (t)x,(t) (9.9)
Demonstratia este similara celei prezentate la teorema integralei de convolutie in timp:

P o) o3tiol = 1 | [ oo S

—00 | —00

=TX1 jx){ jx o k)ej‘”tdco}k

sz ()™ X, (jA)dr = 27 x, (t)x, (t)

—0o0

Proprietatile de comutativitate, integrare si de derivare sunt valabile si in cazul convolutiei
in frecventa.

o0

X(j0)= [X, ()X, ((o- 1)k = [ X, (o- )X, (jh)in ©.10)

—0o0

® X, (jo) 9.11)

o)X 0)e| [ | . ()
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9.1.3. Exemple
In continuare se prezinti doud exemple ale convolutiei unui semnal x(t) cu functia Dirac
6(‘[) , respectiv functia treapta unitate u(t).

7.1.3.1. Convolutia cu impulsul Dirac 3(t)

Conform proprietatilor functiei 8(t), rezulta ci:
+00

jx(t)ﬁ(t —t)dt = x(t) (9.12)

—00

Relatia (9.12) se poate scrie simbolic astfel:

x(t)®3(t) =x(t) (9.13)
Conform teoremei integralei de convolutie 1n timp, rezulta ca:

F{x(t)®5(t)} = X(jo)-1 (9.14)
Concluzie:

Produsul de convolutie intre un semnal si functia Dirac are ca rezultat semnalul original.
Acest rezultat poate fi interpretat grafic. De asemenea aceasta reprezentare grafica este si o
justificare a relatiei (9.12).

Fie semnalul x(t) prezentat in figura 9.2. Aria suprafetei de sub curba x(t) poate fi

aproximata printr-o sumd de impulsuri avand suprafata x(kAt)At. Spre exemplu, aria
impulsului nehasurat din figura 9.2 este data de relatia x(kAt)3(t — kAt)At, fiind localizat

pe axa timpului la momentul t = kAt .
Semnalul x(t) prezentat in figura 9.2 poate fi aproximat prin relatia:

n

x(t) » D x(kAt)s(t — kAt)- At (9.15)
k=0
Aproximarea (9.15) este cu atat mai exacta cu cat intervalul de timp At al esantionului este
mai mic. La limitd, At — dt,kAt — 1, relatia (9.15) se transforma in integrala. Pentru un

semnal x(t) a cdrui duratd este infinita, conform (9.15) si a observatiilor anterioare rezulta

ca ‘[x(r)‘ 8(t —t)dt = x(t), adica relatia (9.12).
0 4x(t) +x(t)
At | dt

1 27 LN

e % %%ﬂ_ t . t

At...kAt ... nAt T

Fig. 9.2: Descompunerea unui semnal in esantioane de liime: a) At; b) dt
semnalelor, cum ar fi:
» Descompunerea semnalelor in functii de tip impuls-unitate

+00

jx(t)éi(t — 1)t (9.16)

» Reprezentarea semnalelor prin esantioane de tipul (9.16), proportionale cu impulsul
Dirac permite determinarea (conform 9.14) a transfomatei X(j(o) a semnalului,
ceea ce constituie o metoda de analizd numerica a semnalelor.

» Scrierea semnalelor sub forma de esantioane este utilizata la analiza sistemelor
liniare. Cunoscand raspunsul sistemului la un esantion de forma (9.16), se obtine
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prin superpozitie raspunsul la toate esantioanele, adica la semnalul x(t) scris
conform (9.15) sau (9.12).

» Convolutia cu impulsul Dirac poate fi utilizata la calculul unor transformate
Fourier.

7.1.3.2. Convolutia cu impulsul treapta unitate u(t)

Conform (9.12) produsul de convolutie al unui semnal x(t) cu functia Dirac are expresia:
x(t)®3(t) = x(t). Conform (9.6) in interiorul produsului de convolutie se poate aplica
integrarea, respectiv derivarea, obtindndu-se relatia:

x(t)= x'(t)@{ j-S(r)dr:l ©.17)
d(u(t))

T u'(t) (derivata functiei trepti unitate

Aplicand asupra (9.17) observatia ca, 3(t)=

este functia Dirac), rezulta ca:
x(t)=x(t)@u(t) (9.18)
sau

t

x(t)= jx'(t)u(t—t)dt (9.19)
Concluzie:
Produsul de convolutie intre derivata unui semnal si functia treaptd unitate are ca rezultat
semnalul original.
Acest rezultat va fi de asemenea interpretat grafic, justificindu-se astfel si relatia (9.19).
Fie semnalul x(t) prezentat in figura 9.3. ce poate fi aproximat printr-o suma de trepte
plasate pe axa timpului la momentele t=kAt. Aceste semnale treaptd au amplitudinea
egald cu Ax(kAt) = tg(oc)At ~ x'(kAt)At , adicd aceasta amplitudine este aproximativ egala
cu produsul dintre derivata semnalului (panta functiei x(t)) la momentul t=kAt si cu
durata At).

Ax(kAt) = x (kAt)- At (9.20)
Ax(® At 4 x(t)
a) b)

i 4 | /mﬁ‘xmdr

kAt (k+1)At
Fig. 9.3: Descompunerea unui semnal in semnale treapta de amplitudine: a) Ax(kAt) b) x (t)dz

Semnalul x(t) prezentat in figura 9.3 poate fi aproximat prin relatia:

x(t)» D x (kAtu(t — kAt )At (9.21)
k=0
Aproximarea (9.21) este cu atat mai exactd cu cat intervalul de timp At este mai mic. La
limitd, At — dt,kAt — 7, relatia (9.21) se transforma in integrala. Pentru un semnal x(t)

conform (9.21) si a observatiilor anterioare rezulta ca
t

x(t) = J-x'(r)u(t - r)dr ,

—00

adica relatia (9.19).
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semnalelor sau a sistemelor liniare.
9.2. FUNCTIA DE CORELATIE

Daca x(t) si y(t) sunt doud semnale cu durata
S out determinatd, atunci integrala (9.22) defineste
X J. functia lor de corelatie (sau intercorelatie) in timp:
def %

Circuit de J - R, (t)= [x(t)y(t—r)dt (9.22)
y(t-7)

y(t)—— intarziere

—00

(v) Se poate observa ca functia de corelatie
Fig. 9.4 caracterizeazd (depinde de) Intdrzierea T a
Schema functionala a unui corelator semnalului y(t) fatd de semnalul x(t).

Altfel spus, cu ajutorul corelatiei se poate stabili dacd existd o corespondentd intre
evolutiile in timp ale semnalelor (marimilor) x(t) si y(t). Una dintre aplicatii constd in
recunoagterea semnalelor perturbate (in radiolocatie de exemplu, si in general in domeniul
transmiterii informatiei), comparandu-le forma (perturbatd) cu cea originald (presupusa
cunoscutd). In figura 9.4 se propune o schema de principiu a unui corelator.
Cu schimbarea de variabild t, =t -1, (9.22) devine:

Ry (v)= J.X(tl +)y(t, e
Rezulta ca functia de corelatie se poate defini si prin relatiile:

def %2 *

R,y (r) = J.X(t)y(t - r)dt = Ix(t + r)y(t)dt (9.23)
Comparand deﬁni_gile 9.1) st (9.22_)iose poate observa ca:
x(t)®y(-t)= [x(t)y(-(t—1)ldr = [x(z)y(c—tdr,

adica functia de corelatie este de fapt convolutia intre x(t) si y(-t), cu schimbarea t <> T in
rezultatul final. Daca unul dintre semnale este par, atunci este evidentd echivalenta intre
produsul de convolutie si functia de corelatie.

9.2.1. Functia de autocorelatie

In cazul in care semnalele x(t) si y(t) coincid, se obtine un caz particular foarte important,
numit autocorelatie, sau corelatia semnalului cu el insusi:

0 0

R (1)= Jx(t)x(t —1)dt = Jx(t +1)x(t)dt = x(t) @ x(~ t)u—n (9.24)

—00 —00

Dacid x(t) este par (x(~t)=x(t)), se poate observa ci autocorelatia este convolutia

semnalului x(t) cu el insusi. $ out
XO)& > — T Ci

’ & T outy
K(t-1) — T C

x@» 2 x(t - r)
R <

TOUIN

— TN CN
Fig. 9.5

Masurarea distantei in radiolocatie cu ajutorul autocorelatiei
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O aplicatie a functiei de autocorelatie este determinarea distantei pana la tinta cu ajutorul
unui radiolocator. Acesta emite impulsurile de sondare x(t), cu durata ti si receptioneaza
raspunsurile x(t - r), avand aceeasi formd, dar fiind intarziate in timp. Astfel,

determinarea distantei pand la tintd se poate face prin determinarea intarzierii t. Mai
concret, instalatia constd in N corelatoare, la intrarile carora se aplica raspunsul si semnalul
de sondare, intarziat cu t,,71,,...,Ty, cunoscute. La iesirea din corelator existd semnal

numai cand intrérile sale sunt identice, deci daca existd semnal nenul la iesirea k, k =1, N,

atunci t=r1, si astfel se determind distanta. O posibild schema bloc a unui astfel de

radiolocator este prezentatd in figura 9.5.
Functia de autocorelatie prezinta cateva proprietati:

>

>

>

>

Paritatea: R (t)= R, (~ 1) (deci graficul R (t) este simetric fata de ordonat)

® (7.22),(7.23)
R, (-1)= Ix(t)x(t+t)dt = R,(1) (9.25)
Functia de autocoréla‘;ie evaluata 1n origine reprezintd energia semnalului:
R, (0)= [x*(t)dt =W, (9.26)

—00

Pentru Vt>0,R, (r)| <R, (0) = W, . Consecinta este ca functia de autocorelatie

este descrescatoare pentru T e [0;00] (tocmai pentru cad are un maxim in 0).
Legatura intre G(oo) (densitatea de energie) si R, (T)Z Transformata Fourier a
functiei de autocorelatie defineste densitatea de energie a semnalului.

o0

R, (6 [t o= )@ ()= XX o)

g (9.27)
= X(jo)X(jo) = G(jo)
Cum densitatea de energie este: G(m) = |G( ij = ‘Xz (j coj (9.28)
devine evidenta afirmatia de mai sus:
R, ()= F(G(jo)) = - [Gliok""do 929)
T -0

In cazul semnalelor cu durata nedeterminata, functia de autocorelatie se defineste
ca o mediere in timp:

inrizli tl
t .

{0

—

x(t)x(t - t)dt (9.30)

2
Daca x(t) este periodic, cu perioada T, atunci:

T
int):%jx(t)x(t—t)dt (9.31)
0

e
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9.3. APLICATII
9.3.1. Si se determine x(t)® y(t) pentru semnalele din figura 9.1.

Rezolvare
a) Expresiile celor doud semnale sunt urmatoarele:
1 daci t>0 l—e™ dacdi t>0
x(t)=ult)= cy(t)=u(thl—e™ )=
() () {O daca t<0 y() ()( ) {0 daca t<0

Analizand cazurile posibile din figura 9.1 sau observand ca pentru t <0 integrala de
convolutie este nula, se obtine:

0 daca t<0

t
- J (1 - e_a(t_r))dr daci t>0
0
Efectuand calculele, rezulta ca:
—at
@ y(0)= (t Lc _lju(t)
a

Observatie:
Cum x(t) = u(t), observand proprietatea (9.18) — convolutia cu u(t) — se poate observa ca

rezultatul convolutiei trebuie sa fie o functie a carei derivata sa fie y(t), adica:

0 dacat<0

x(t)@ y(t)=u t
yit Jy J.(l B efa(t—r))d.t dacat>0

9.3.2. Si se determine x(t)® y(t), R,y (1), R (1) si Ry(r) pentru semnalele urmatoare:

x(t)=(t-2)u(t-2)-u(t-3)]= {t —2 daci te (2’3); y(0)=e'u(= )= {et daci t <0

0 altfel 0 dacat=>0

Rezolvare
a) Pentru a observa intervalele de timp in care integrala de convolutie este nenuld,
reprezentarea grafica a semnalelor x(t) si y(t—t) poate fi deosebit de utilé, dupa cum se

poate observa in figura 9.6, 1n care s-au hasurat snuai,’ule in care x ® y 7& 0.

0

1
NG lr";;; 2 ) s rl """" BN
i M s o DN

t<2 2 3 2<t<3 2 3t>3
Fig. 9.6
Cum x(t)# 0 < 2 <t <3, rezulti ca:
x(t)®y(t)= Jx(r)y(t — 1)t = I(r —2)y(t—t)de
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De asemenea, y(t—1)# 0 < t—1<0 < t < 1. Conform figurii 9.6, rezulti ci:

o t<2 ‘ 3 e

o Daca2<T<3}:>t—r<0,VTe(2,3):>x®y—£(r—2)~e dr
_2<t<3 3 .

. Daca2<T<3}:>‘[—r<0,Vre(t;3):>x®y=_!‘(r—2)-et dr

Daci 'l to1>0,vre(2:3)= y{t-1)= 0= x®y =0

[} — : — = =
acd 5 =>t-1>0,Vte(2;3)=>ylt—1 =>xQ®y

In concluzie:

(t—2)-e""dr dacit<2
e —2¢"7 dacat<2
(t—2)-¢""dr daci2<t<3 =<{t—2¢"7 -1 daci2<t<3
0 daca t >3

(x®y)t)=

o C— ) DD C—y W

0 dacat>3

Pentru verificare, se poate calcula y(t)® x(t). Conform proprietatii de comutativitate,
trebuie sa se obtind acelasi rezultat:

{08 ()= () ®x() = [y(a)-x(1- ek

Cu ajutorul reprezentarilor grafice din figura 9.7, se obtine:

1 1
1 _ 1 X(t—T)
y(x) : . sau y(v) | x(t_2 2 . sau y(7) i .
34t 2+t i 3+t 0 i 34t 24+t
t<2 2<t<3 t>3
Fig. 9.7
-2+t
J.er‘(t—r—Z)dr daca t<2
e e —2e"  dacat<?2
(y®x)t)={ [e*-(t-t-2}dr daca2<t<3 ={t-2¢'"° -1 daca2<t<3
—3+t 0 daca t >3
0 daca t>3

Se poate observa ca s-au regasit rezultatele obtinute initial.

b1) in conformitate cu (9.22), functia de corelatie are expresia: R,y (1)= I x(t)y(t —)dt,
care, tinand cont de faptul ca semnalele x(t) si y(t) sunt nenule numai pentru 2 <t <3,
3

respectiv t <, devine R, ()= J.(t —2)e'dt;t< 1.
2
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e Dacid t<2,atunci y(t—1)=e""u(t—t)=0,Vt € (2;3) si deci ny(’t)= 0;
e Daci 2<t<3,atunci y(t—t)=¢""u(t—t)=0,Vt e (1;3) si deci
R, (t)= ‘Ie”(t —2)dt =e'(t —31;2 =1-3+e”"

e Daci t>3,atunci x(t)y(t—1)=0,Vt e (2;3) si deci
3
Ry ()= e (t-2Mt=e(t-3)  =e

t=2
2

In concluzie:

0 daca t<2
ny(’t)= t-3+e’"  daci2<1<3
eX " daca t>3

Se poate observa cu usurintd ca functia de corelatie este continua.
b2) In conformitate cu (9.24), functia de autocorelatie are expresia:

R (1)= I x(t)x(t —t)dt, care, tindnd cont de faptul ci semnalele x(t) si x(t—t) sunt
nenule numai pentru 2 <t <3, respectiv 1+2 <t <1+ 3, devine:
3

Rx(r)zj.(t—2)(t—r—2)dt;r+2<t<‘c+3.
2
e Daci t<-1,atunci x(t—1)=0,vt e (2;3) sideci R, (1)=0;
e Daci —1<1t<0,atunci x(t—1)=0,t>3+1 si deci

oy t? t? " 1t 7
R (t)= |{t=2ft—1t-2)dt =| ——(t+2)—+2(z+2)t =—+———
)= -2 =2k [3 (2 e2lr2h]| =14

e Daci 0<t<1,atunci x(t—1)=0,Vt<2+7 sideci

R, (5)- i(t—2)(t—r—2)dt:(g—(t+2)§+2(r+2)t S

2+1

e Daci t>1,atunci x(t—1)=0,Vte(2;3) sideci R (1)=0;

in concluzie: 1 Ry ()
0 daca |r| >1 3
R, (1)= 3
() l—H-‘rﬂ dacé|r|£1 .
3 2 6 I | —
-1 0 1

b3) in conformitate cu (9.24), functia de autocorelatic are expresia:

Ry(r) = jy(t +1)y(t)dt, care, tindnd cont de faptul ci semnalele y(t) si y(t+1) sunt
nenule numai pentru t < 0, respectiv t < —t, devine:
0

R, (1)= J.et”etdt;t <-T.

e Dacid t<0, atunci y(t+r)¢0,‘v’t<0 si deci
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0 eZt 0 T Ry(r)
R, (1)= J.et”etdt =e' =

—00

\e]
N | =

e Dacid t>0,atunci y(t+1)#=0,Vt < —t si deci

—T

-1 2t -1
_ t+1 t —at C_ — c
Ry(r)—_.[oe edt=e 2.2 .
In concluzie: 0
ail
e
R y (T) = T
7.3.3. Si se determine x(t) dacid X(jo)= T2 -sinc(10o).
o+

Rezolvare
Analizand expresia X(joo), se poate observa ca aceasta se prezintd sub forma unui produs
care poate fi gandit ca transformata Fourier a unei convolutii a originalelor, in conformitate

cu (9.3) (teorema convolutiei in domeniul “timp”). Astfel, considerand X, (jo)= 21 si
o+

X, (jo)=sinc(l00), daci se vor fi deteminat transformatele lor inverse xi(t) si xa(t),
atunci x(t) s-ar putea obtine prin convolutia acestora in timp.
in X,(jo) se recunoaste imediat transformata Fourier a impulsului video simetric cu

amplitudinea M: V,(jo)=tMsinc % .

L . . . OT . )
Prin identificare, se observa ca 7=10m,‘v’co, de unde se obtine valoarea duratei
impulsului video: t=20. De asemenea, tot prin identificare, se observa ca t™ =1, de

unde este evident cd M = 1 2—10 , determinandu-se astfel originalul transformatei X, (jo):

T
Xz(jco)z sinc(lOw)z ZO-L-sinc(mizoj = F(Xz(t))
20 2
Lol gacalf<E=10
unde x,(t)=v ()= T 2° 2
0 dac€1|t|>%=10

La analiza spectrald a semnalelor neperiodice s-a determinat transformata Fourier a
semnalului treapta unitate u(t), pentru care s-a pornit de la semnalul exponential
1

o+ jo

e “u(t); o > 0; in urma calculelor efectuate s-a obtinut rezultatul: F{e_o‘t }:

Analizand acum expresia Xl(j(o), se poate observa cd aceasta se poate descompune In
fractii simple:

X, 0= ! S NI

4 2-jo 2+jo

ol +4 (2+jo2-jo) 4 (Q+jo)2-jo) 4
in X,(jo) se recunosc imediat transformatele Fourier ale semnalelor exponentiale:

F@ﬂmanzzjﬂo

x,(t) = e 2u(t)+ e*u(-t) ="
In aceste conditii, x(t) se determini prin convolutie:

s F{emu(— t)}z ; , de unde rezulta ca:
2-jo
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=[x, (t)x, (t- t)dt—j 0 e A dr =

e -10
|
20 J.e_Z(H)dT dacd t <—10
1 W 110
—{— [e2dr+— J.efz(H)dr daca —10<t<10=
210 _1100 204
20 e de daca t > 10
-10
2t ”
et )= T dacd t <10
40 20
20 "
- %_640 (_zt+ zt)zl ™ B2 et 10 <10
-2t .
e—(6720 +&°):M dacd t >10
40 20

9.3.4. Sa se determine produsul de convolutie a semnalelor urmatoare:

—at —bt
Xl(t)z{e pentrut >0 Xz(t):{e pentrut >0

0 pentrut <0 ’ 0 pentrut < 0
Rezolvare
x(t)= Jxl X, (t—1)dr —J. e gy
- =
x,(1)z0 1 > 0
=0<1t<t
X,(t-1)z0= 1<t
t (b-a)t |! e—bte(b—a)t et gat _ bt

t)= oMt (b a)‘cd _ 7bte
:X() © -([ i b- a| b—a b—a

Daca a = b, atunci (se convoluteaza semnalul xi(t) cu el insusi):

© t

X(t):z (X1 ® XZ)(t)Z I ( ) (t —’C)d’t = I —argalt=t) g = e_atj.e(a_a)Tdt =te™

o 0
in final rezulta:
X(t) = b-a
te™ pentrua = b

9.3.5. Sa se determine produsul de convolutie a semnalelor urmatoare:

x(t) = (u(t) - u(t - 2m))sin(t) 5 y(t)=u(t)
9.3.6. Sa se determine produsul de convolutie a semnalelor urmatoare:
1
x(t)z 5 u(— t) ; y(t)z u(t—l)
t°+1

9.3.7. Sa se determine functia de autocorelatie a semnalului sinusoidal periodic:
x(t) = Asin(ot + @)
Rezolvare
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2

T
int):ATJ. in(ot + ¢)-sin(ot — o1+ ¢)dt =
0

sin

2T 2T 2
= A—Tj.cos((m:)dt - ?—Tj.cos@wt —OT+2¢)dt = AT cos(wr)
0

0
9.3.7. Sa se determine functia de autocorelatie a impulsului dreptunghiular periodic, cu
amplitudinea A, perioada T si factorul de umplere q; aceeasi problema in cazul semnalului
dreptunghiular neperiodic (semnal video).
Rezolvare

v’ Pentru semnalul periodic, analizind figura 7.8, este evident ca inr}zo daca
|r| > qT . Altfel, rezulta ca:

e Daca 0 <t<(T, atunci functia de autocorelatie este aria hasurata din figura 9.8a:

2. qT 2
R,(t _A° dt= i(qT )Az(q—lj

* T T
e Daca —qT<1<0, func‘;ia de autocorelatie este aria hasurata din figura 9.8b:
2 qT+t .
.[dt— qT+r) A{q—;)

Analizand figurile 9.8, este evident faptul ca, daca |1:| < (T, atunci cele doud arii

hasurate sunt egale, astfel ca functia de autocorelatie este:
2 i < Y
A q—? daca|1:| <qT ¢
R, (1)= T ”
0 altfel
b)
v’ In cazul semnalului neperiodic: t

o0

R, (1:) = jx(t)x(t - r)dt

Considerand t1 durata semnalului si procedand la fel ca in cazul precedent, analizand si
figura 9.8, este evident ci R (t)=0 daca |r| >t,. Altfel, se obtin aceleasi doua

Tt t+qTql T
Figura 9.8

situatii din cazul precedent:
e Dacd 0<1<t,,atunci functia de autocorelatie devine:

Y
R, (t)=A%[dt=A(t, —7)
e Daca —t, <1 <0, functia de autocorelatie este uaria hasuratd din figura 9.8b::
1+t

R (1)=A? J.dt = A*(t, +1)

In concluzie, functia de autocorelatic a semnalului dreptunghiular neperiodic
Az(tl —|1:|) dacé|1:| <t

semnalul video) are expresia: R (t)=
( ) are exp ) {o altfel

Valoarea sa maxima este: R, =R, (0) = A’t,.
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9.3.8. Algoritm de calcul numeric a convolutiei

START

x = vector de dimsiune (1,m)
y = vector de dimsiune (1,n)

DA

v

J STOP

i=1+1

l

Implementare Matlab:

close all
clearvars
a=1;
x=heaviside(1:1:50);
y=(1-exp(-a*(0:.5:10)));
% algoritm de calcul al convolutiei
m=length(x);
n=length(y);
X=[x,zeros(1,n)]; % Adaug la x n coloane nule; ==> X are dimensiunea (1,
m+n) -1 linie si m+n coloane
Y=[y,zeros(1,m)]; % Adaug la y m coloane nule; ==> Y are dimensiunea (1,
m+n) -1 linie si m+n coloane
% Am obtinut astfel doi vectori cu aceeasi dimensiune
for i=1:n+m-1

AlgConv(i)=0;

for j=1:m

if(i-j+1>0)
AlgConv(i)=AlgConv(i)+Xg)*Y(i-j+1);
end

end

end
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%Calculul convolutiei cu ajutorul functiei Matlab "Conv"
FctConv=conv(X,y);

%Produsul de convolutie calculat analitic

t=0:1:n-1;

v=t+(exp(-a*t)-1)/a;

% grafice

figure;

subplot(5,1,1);stem(x, "-b"");xlabel("-->n");ylabel("x[n]");grid on;
title("semnalul x[n]");

subplot(5,1,2); stem(y, "-ms");xlabel("-->n"); ylabel("y[n]");grid on;
title("semnalul y[n]");

subplot(5,1,3); stem(AlgConv, "-ro");xlabel("--

>n");ylabel ("AlgConv[n]");grid on;

title("Convolutia a doua semnale fara a utiliza functia "conv'"");
subplot(5,1,4); stem(FctConv, "-ro");xlabel("--

>n");ylabel ("FctConv[n]");grid on;

title("Convolutia a doua semnale cu ajutorul functiei 'conv'")
subplot(5,1,5); stem(v, "-bo");xlabel("-->n");ylabel("Analitic[n]");grid
on;

title("Graficul functiei de convolutie calculata analitic®)
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8. SEMNALE ESANTIONATE

Un semnal este complet determinat prin reprezentarea sa fie Tn domeniul timp (forma de
unda), fie in domeniul frecventa (spectru).

Pe baza acestui concept se poate realiza transmiterea simultana a mai multor semnale pe un
singur canal de telecomunicatii.

Pe acelasi canal de comunicatie se pot transmite simultan mai multe semnale daca acestea
pot fi separate fie in domeniul frecventa, fie in domeniul timp. Conform acestor precizari,
semnalele ocupa fie benzi diferite de frecventd, fie intervale diferite de timp.

Transmiterea simultand a mai multor semnale pe un acelasi canal fizic, prin separarea lor
in domeniul frecventd se numeste multiplexare in frecventa iar transmiterea simultand a
mai multor semnale prin separarea lor in domeniul timp se numeste multiplexare in timp.
S-a ardtat ca un semnal finit in timp este infinit in frecventd si invers (un semnal periodic,
ce este teoretic de duratd infinitd, are un spectru finit, iar un impuls - semnal cu durata
finitd - are un spectru teoretic infinit).

In consecinti:

» la multiplexarea in frecventd, semnalele ce se transmit simultan, au spectre de
frecventa diferite si finite, dar durata lor fiind infinitd, apar interferente intre ele in
domeniul timp.

» la multiplexarea in timp, se transmit impulsuri la momente diferite, dar avand
spectre teoretic infinite, apar interferente intre ele in domeniul frecventa.

Separarea semnalelor la receptie se face pe baza identitatii pastrate in domeniul frecventa,
respectiv in domeniul timp.

Multiplexarea in frecventd se poate realiza pe baza modulatiei semnalelor, tehnicd ce
permite prin translatarea spectrelor separarea lor in domeniul frecventa.

Multiplexarea in timp se bazeazd pe esantionarea semnalelor si transmiterea acestora la
momente diferite de timp, astfel Incat esantioanele sa nu se suprapuna.

Esantionarea este o metoda de reprezentare a semnalelor analogice printr-o succesiune de
valori (esantioane), considerate la momente discrete de timp.

Pentru a ilustra esantionarea se utilizeaza reprezentarile grafice din figura 8.1.

$ 3rt) 4wt

; A1
\ 0 !
2T 3T {
L L -}@ o& xe(tja ]Y\ L :
' \_/

: AN

a) b) ©)

Fig. 8.1: Ilustrarea esantionarii

Semnalul analogic x(t) - figura 8.1a se aplica unui comutator kr - figura 8.1b.

Comutatorul se inchide la fiecare moment t =nT,n e N, revenind in pozitia “deschis”
dupa un interval de timp infinit de mic.

La iesirea din comutator se obtine semnalul esantionat x_(t)={x(nT)}, reprezentat in

figura 8.1c. Valorile {x(nT)} reprezintd esantioanele semnalului x(t).

Observatie:

Durata 1n care comutatorul kr este Inchis este finitd si foarte mica. Idealizarea comportarii
comutatorului (At — 0) implicad idealizarea semnalului esantionat (durata esantioanelor
tinde spre zero). Aceastad idealizare permite elaborarea unor modele de studiu simple si
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generale, care pot fi adaptate ulterior la realitatea fizica. Esantionarea prezentatd in figura
8.1 este periodicd, deoarece comutatorul kr este actionat periodic.
Se definesc:

» Perioada de esantionare: T;

. . 2n

» Pulsatia de esantionare: QQ = T
Prin esantionare se obtine un semnal discret in timp, care poate fi reprezentat in doua
moduri:

> ca o functie de variabila nT, x(t)=f {x(nT)};

» ca o functie de variabild numerica (daca se raporteaza variabila t la perioada T)
x.(n)=f{x(n)}. In acest caz se mai foloseste si scrierea x,(n):= x[n], notatie ce va
fi folosita in continuare.

Semnalul esantionat se poate reprezenta matematic cu ajutorul functiei (ce provine din

impulsul Dirac) “delta periodic™: 81 (t). Splt)
Semnalul delta periodic este o succesiune de impulsuri
unitate (impulsuri Dirac) fiind reprezentata grafic in figura
8.2 t
= 2T T 0| T 21
or(t) = _Z_: 6(t—nT) &.1) Fig. 8.2 Functia delta periodic

In concluzie un semnal esantionat are urmatoarea expresie matematica:

0

x[n]=x(t)-81(t)= > x(nT)-8(t —nT) (8.2)

n=-oo
Modalitatea de transmitere a esantioanclor unor semnale la momente diferite de timp,
astfel incat acestea sd nu se suprapuna (principiului multiplexarii in timp) este ilustratd in

figura 8.3.
], xi] ity , w / Implsuri de sincronizare -
- T~ _ _ _ < H10)
L xaln] =T
TR~ = U e
ST | -
t
T | il
. |
T, L |
T |
—H

Fig. 8.3: Ilustrarea principiului multiplexarii in timp

Identitatea fiecdrui semnal este datd de duratele t; fatd de anumite momente de referinta

marcate in figura 8.3 prin impulsuri de sincronizare. La receptie, esantioanele diferitelor
semnale se separa prin detectie sincrona.

Din cele prezentate in figura 8.3, rezultd cd multiplexarea in timp este realizabila in
principiu. Demonstratia faptului ca multiplexarea In timp se poate realiza practic, consta In
a arata ca semnalul ce se esantioneaza poate fi reconstituit numai din cunoasterea acestor
esantioane, altfel spus cd semnalul este unic determinat de esantioanele sale.
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8.1 TEOREMA ESANTIONARII (Shannon)

Orice semnal x(t), ce are o bandd de frecventd limitatd (banda nu este infinitd), este
complet definit (univoc determinat) prin esantioanele sale {x(nT)}, daca perioada de
esantionare, T, indeplineste conditia (Nyquist):

1

T<— (8.3)
2fy

unde fy; este frecventa maxima a spectrului semnalului (esantionat).
Demonstrarea teoremei lui Shannon se bazeaza pe posibilitatea de a reconstitui spectrul
X(j co) al semnalului neesantionat x(t), din spectrul X, ( joo) al semnalului esantionat x[n].
Primul pas al demonstratiei este de a calcula transformata Fourier a semnalului esantionat.
Conform (8.2)

x[n]=x(t)- 8, (1)

si In consecinta

Fix[n]} = Fix(t)-8; (1)}

Din teorema integralei de convolutie in frecventa se obtine ca:
FX, (j0)® X, (jo)) = 2mx, (t)x, () = FF X, (5) @ X, (jo)}f = Fmx, (1)x, (1))
si in consecintd
1 . .
Fix (0%, (=X (o) @ X, (jo)] (8:4)
Aplicand (8.4) la (8.2) rezulta ca:

Fixlnl = X. ()= [F{x()}@ P58, () )= _[X(o)@Fls, 0] 9

Pentru a calcula transformata Fourier a functiei delta periodic se va scrie aceasta functie
sub forma unei serii Fourier ( S.F.E.).
Conform (6.3)

5r)=5 A,

n=—oo

Calculul coeficientilor se face aplicand (6.5):

T T
2 —jnogt 3. 2 i —jnogt 3, _ 2 i — jnogt (6i0)2
A,. =¥£8T(t)e ede = stT(t)e ede=— st(t)e e = =
2 2
Rezulta ca:
BT(t):% ieinﬂt (8.6)

n=-o

si deci

F{5,(t)}=F 1 Selnt = 1 ZF{eant}
T n=—o T n=-—o
O metodi de a calcula transformata Fourier a impulsului e™ este de a utiliza rezultatele

obtinute a calculul transformatelor Fourier pentru impulsurile sinusoidal/cosinusoidal.
6.

. (6.1)
F{eJth } = F{cosnQt + jsinnQt} = F{cosnQt |+ jF{sin nQt | =
(6.55)3(6.59)
= [m8(0—nQ)+ 3w+ nQ)]+ j[jnd(w + nQ) - jnd(w - nQ)|
In final se obtine ci:
Fle" }= 278(0 - nQ2) (8.7)
si in consecintd
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Fi5. (1)) = 2T_“ S8(0-nQ)=Q > 5(0-nQ) (8.3)
Aplicand (8.8) la (8.5) se obtine ca:

xe(jm%[x(jm)@e >.3(ilo-n0) =32 Y. [X(je)®8(i(w-n0))

n=-—o n=-—oo

de unde rezulta ca:

0

X.(jo)= 7 X [X(i(o-n0)] (59

n=-oo

Relatia (8.9) pune in evidentd un lucru deosebit de important: spectrul Xe(j(o) al

semnalului esantionat x[n], este o repetare periodica a spectrului X(joa) al semnalului

x(t) la multiplii frecventei de esantionare 2.
O ilustrare grafica a teoremei de esantionare este prezentata in figura 8.4.
In urma analizei acestor reprezentari grafice se pot face urmatoarele observatii:

» Forma de unda a semnalului x(t) este prezentata in figura 8.4a.

» Spectrul X(jco) al semnalului x(t) este reprezentat in figura 8.4b. Se observa ca
spectrul acestui semnal este limitat de o valoare maximd a frecventei notata
iy (@ ) ’

» Forma de unda a functiei delta periodic &, (t) este prezentatd in figura 8.4c. Pe
grafic este pusd in evidentd perioada de esantionare T;

» Spectrul F{ST (t)} al functiei delta periodic 6. (t) este prezentata in figura 8.4d. Se
observa ca acest spectru este o suma de componente cu amplitudinea egala cu
frecventa de esantionare (). Aceste componente sunt plasate la frecvente egale cu
multiplii frecventei de esantionare;

» Forma de unda a semnalului esantionat x[n] este prezentata in figura 8.4e. Spectrul
X, (j(o) al semnalului esantionat, obtinut conform (8.9), este prezentat in
urmatoarele trei grafice. Aceste trei reprezentdri ale spectrului semnalului
esantionat sunt realizate pentru valori diferite ale frecventei maxime fy,(w,,) ale

semnalului x(t). In toate aceste trei cazuri se considera frecventa de esantionare Q
ca fiind constanta.

> In figura 8.4f este reprezentat spectrul Xe(j 03) al semnalului esantionat in cazul in

care este respectatd conditia lui Nyquist;
» In figura 8.4g este reprezentat spectrul Xe(m) al semnalului esantionat in cazul in

e . . 1
care conditia lui Nyquist este la limitd T = —;
M

> In figura 8.4h este reprezentat spectrul Xe(j(x)) al semnalului esantionat in cazul in
care nu este respectati conditia lui Nyquist. In acest caz spectrul X(j(o) nu se poate
reconstitui din spectrul Xe(j(x)) al semnalului esantionat, deoarece functiile

translatate se suprapun rezultand o functie deformata in raport cu X( j co).
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Fig. 8.4: Esantionarea ideald a unui semnal cu banda limitata;
a) forma de unda a semnalului x(t); b) spectrul limitat X(j w) al semnalului x(t); ¢) forma de unda a functiei

delta periodic & (t); d) spectrul F {ST (t)} al functiei delta periodic 8 (t); e) forma de unda a semnalului
esantionat x[n]; f) spectrul X, ( jo)) al semnalului esantionat in cazul in care se respecta conditia Iui Nyquist;
g) spectrul X, (jco) al semnalului esantionat in cazul in care conditia lui Nyquist este la limita; h) spectrul
X, (j(o) al semnalului esantionat in cazul in care nu se respecta conditia lui Nyquist;
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8.2 RECONSTITUIREA SEMNALULUI DIN ESANTIOANELE SALE

Reconstituirea semnalului x(t) se realizeazd prin filtrarea semnalului esantionat. Pentru
aceastd operatie se foloseste un FTJ, ce are frecventa de tiiere egala cu frecventa maxima
fys (@) a semnalului x(t);

Caracteristica de frecventd, ce se mai numeste in literatura si functie de filtrare, notata
H(jo), a unui FTJ ideal are urmatoarea expresie matematica:

T=—=—"- o < @y
H(jo)= 2y Oy (8.10)
0 |0)| > Oy
Transformata Fourier inversa a functiei de filtrare, valoare ce va fi folosita in
demonstratiile urmatoare, are expresia'

1 1 .Y om
F—l H( —h =—— |H _](,Otd _ _]U)t Jmt} —
L R Ji gL,
_ elomt '_e—J(DMt (6:) 2j51‘n((‘0Mt) _sin C((DM‘[)
2jopt 2jopt
Deci
h(t)= F'{H(jo)} = sin c(oyt) (8.11)

Reprezentarile grafice ale functiei de filtrare H( j(o) si a transformatei sale Fourier inverse
sunt prezentate in figura 8.5.

$H(je) } bt

T=_"_
D
/”H\ / N

9 o 1 TN /T o TN_A2T -
a) b)
Fig. 8.5: a) Functia de filtrare H(jo) b) Transformata Fourier inversi h(t)=F ' {H(jo)} a
functiei de filtrare

L B
Yy

Daci din punct de vedere fizic reconstituirea semnalului x(t) se realizeaza prin filtrarea
semnalului esantionat, matematic, recuperarea functiei X(jo) din X_(jo) este posibila

prin inmultirea functiei X, (jo) cu H(jo), adica:

X(jo) =X, (jo)- H(jo) (8.12)
Conform teoremei integralei de convolutie in timp (7.9), rezulta ca:
(8.11)
F' {X(jo) = F ' X, (jo)}@ F ' {H(jo)} = x(t)=x[n]®h(t)
Tinand cont de modalitatea de scriere a unui semnal esantionat, (8.2) si inversand ordinea
integrare-sumare rezulta ca:

x(t)= Y x(nT)8(t —nT) ®h(t) (8.13)
Considerand expresia (8.11) a transformatei Fourier inversd a functiei de filtrare, rezulta
ca:

x(t)= Y x(nT)3(t - nT) ®sin c(wyt) (8.14)

n=-—w
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iar din proprietatea (7.13), convolutia unei functii cu S(t) , se obtine 1n final:

x(t)= ix(nT)sin cloy (t—nT)] (8.15)
Expresia (8.15) se poate scrie compact astfel:
x(t)= 3 x(nT)h, (¢) (8.16)

unde s-a notat:

h, (t) =sin c[oy, (t—nT)]=h(t —nT) (8.17)
Ilustrarea grafica a procesului de reconstituire a semnalului x(t) prin extrapolare in timp
este prezentata in figura 8.6.

4 i)
!
e s, !
£ S
/ AN
i/ ) Y
!
! ! '
f Y
J_a-‘::‘-w b e — — t
-éf = «:’ = = = i
_— T . N
\ AN AT AT AT 7T
™ )
. N

Fig. 8.6: Reconstituirea semnalului x(t) prin extrapolare in timp din functii esantion

Concluzie:

» Relatia (8.15) exprima modul de reconstituire in domeniul timp a semnalului x(t)
din esantioanele sale. Pentru aceasta se procedeaza in modul urmator:

» Fiecare functie de tipul (8.17) hn(t) =sin c[o)M (t —nT)], ce este centratd la nT, se
pondereaza cu valoarea functiei x(nT).

» Se realizeaza sumarea tuturor functiilor hy(t) astfel ponderate.

> Ponderea are efect doar asupra functiei h,(t)=sinc[wy (t—nT)] centrate la
momentul nT, celelalte functii (ce se sumeazd) trecand prin zero la momentul
respectiv.
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8.3 APLICATII

8.3.1. Se considerd un semnal liniar variabil, de duratd t si cu amplitudinea A. Sa se
determine banda acestuia, valoarea minima a frecventei de esantionare si sa se reprezinte
esantioanele obtinute considerand o valoare convenabila a perioadei de esantionare.

Rezolvare
Ax (1) y'(t)
A y(t) A
: : el
t Ti t | Tt
A.s(t_T)l éS(t—r)l
2) b) B

Fig. 8.7: Semnalul liniar variabil
a) forma de unda;
b) prima derivata;
¢) derivata a doua.

Semnalul, impreuna cu derivatele sale este reprezentat in figura 8.7

A
X(t)= T't 0<t<rt
0 altfel

Derivata semnalului este:

X'(t)Z%_A'S(t_T)Z y(t)-A-8(t— 1), unde y(t):é

T
Derivata semnalului y(t) este:

y ()= 28(0)-2-5(t-)

Transformatele Fourier se calculeaza in ordine inversa, incepand cu y (t), pand la
determinarea transformatei semnalului x(t), adici X(jo). Pentru aceasta, se vor utiliza

proprietatile de intarziere in timp si de derivare a originalului, (6.13) si (6.15), precum si
transformata Fourier a impulsului Dirac, (6.30):

F(y'(t))=%~(1—e_j"”):Y(Jm) A (1 e_”‘”)

jot

Flx (0) = Y(jo)— A-F(s(t— ) =2 (1—e9) A - e

jot
A — A i e T —1 | eTlo"
N =A- +1-
Xjo)= (]0))2’5( ) jo ) ( ot e
0)=A. cos(wt)—j- sm(cor) 1+j'cos(0)r)—j-sin(cor)J:
0}

A (cos (01)-j- sm((m) 1+j- cos(mr)—j-sin(mr)j _
o't ®

= ﬁ . [cos(mr) -1+ ot sin(cor) +3- ((m: cos((m:) - sin(mt))]
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|X(jco] = ﬁ . \/(cos((or)— 1+ ot sin((m))2 + (ot cos(wt)- sin(cor))2 =

A \/cosz (01)+ (cor)2 sin (1) +1-2cos(wt) - 2mtsin(wt)+

o't |+ 20tsin(ot)cos(wt)+ (mr)2 cos” (1) +sin? (o1) - 2wtsin(wt)cos(wt)

|X(j0))| = % . \/2 + ((m)2 —2cos(wt) - 20tsin(wr)

Se poate observa cu usurinta ca spectrul de amplitudini prezintd o nedeterminare in @ =0.
Pentru eliminarea acesteia se foloseste regula lui 1’Hospital:

2 :
Fie L = A lim \/2 + (mr) -2 cos(z(m) -2m1 sm(cor) ‘
T o—0 [0
Rezulta ca:
0
2 2 . 0
2= A fim 2+ (01)* -2 cos(zor)— 2ot s1n((m)i
T° 00 0]
A’ . 21’ +2tsin(w1)- 2tsin(ot) - 201 cos(w1)
=— lim 3 =
T° 00 4o
0
2 0 A2 - 2
_A” lim 1-cos(wr) OA” lim tsin(wt) _ (A1)
2 00 @2 2 o0 2@ 4
In consecinti se obtine:
. A
X(joy =L = TT
Spectrul de amplitudini este reprezentat in figura 8.8

tIX(joo)

()

Fig. 8.8: Spectrul de amplitudini al semnalului liniar variabil

Se observa ca nu exista treceri prin zero ale caracteristicii spectrale din figura 8.8, astfel ca
pentru a determina banda trebuie calculatd pulsatia la care |X(j(ol devine neglijabil, de

X(jOM. Calculele implica rezolvarea

exemplu mai putin de 10% fata de valoarea maxima,
unei ecuatii transcendente, deci nu pot fi efectuate decat numeric. De exemplu, pentru
cazul particular A =10 si T = 2s, se obtine:

|X(j0} =10; |X(j9,8) =0.985. Rezulta cd se poate aproxima banda la valoarea

B= {0;?} = [0;1,56]Hz. Rezultd cd pentru esantionarea semnalului trebuie folositd o
i

frecventd de esantionare f_ >2-1,56Hz; orice valoare mai mare a acestei frecvente

inseamnd practic considerarea unei valori mai mari a benzii semnalului, adicd o precizie
mai buna.
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Pentru f, =10Hz, rezultd ca se esantioneaza lo_ﬂ_x[n]
semnalul de 10 ori intr-o secunda, obtinandu-se
valorile prezentate in figura 8.9. st {
TTTTHHHH | | R
0 0.5 1 1.5 2

Fig. 8.9: Esantioanele semnalului x(t)

8.3.2. Se considerd semnalul din figura 8.10. Sa se determine banda acestuia, valoarea
minimd a frecventei de esantionare si sd se reprezinte esantioanele obtinute considerand o

valoare convenabila a perioadei de esantionare.

Rezolvare
T T T
Acos| —t ——<t<L—
x(t)= [ T j 2 2
0 altfel

Reprezentarea in timp a semnalului este
prezentata in figura 8.10.

A X(t)
A

_z x
2 2 ¢t

Fig. 8.10: Impulsul cosinusoidal simetric

Deoarece X(— t) = x(t), rezultd ca functia x(t) este para.

o0

Ix(t) cosmtdt

= X(jo)= Ao)
In urma efectuarii calculelor, se obtine:
‘C

2
2 b

AJ. cos(— — co]t -dt =
0 T

A (T oT
———ssin| —+— |+
T 2 2 T
T T

(=
T
Functia de densitate spectrala devine:
2 Amt 0T
|X J(o] = o) COS(TJ,
si este reprezentata grafic in figura 8.11, iar

-0°T
3

banda esteB={0,2—}Hz (deoarece la
T

A

=

A

A A

+

T

. 1 . <
pulsatia o=—, prima la care se anuleaza
T

8.10

T

2
X(jo)= '[Acos T cos(mt)dt—ZA J‘cos cos (ot
T 0 T
(= 2
sm(—+wjt
T
. (m ot
——sin| ———
iy
)
0T
cos(szz—
ro] (-0 "

fixGo)

2AT

T

o'—.w\a

2

[ +oajt dt +
A ) (n’
+————|sin| ——
0 (W_OJJ T

2ATT

o’t?

5]
cos| —
2

42

Fig. 8.11: Spectrul de amplitudini



cos(%}, apare nedeterminarea % ce se 1_“_X[n]
elimina cu ajutorul regulii lui ’Hospital).
Daca A =1 si t=2s, rezultd ca valoarea 05+
minimd a frecventei de esantionare este

fe:2-i:§:in.in figura 8.12 este ,

2.1 0t 2 -Il 0 1
reprezentat  semnalul  esantionat  cu Fig. 8.12: Semnalul esantionat

frecventa f, = 2Hz.

t[s]

8.3.3. Se considerd semnalul din figura 8.13a. S& se determine banda acestuia, valoarea
minima a frecventei de esantionare §i sd se reprezinte esantioanele obtinute considerand o
valoare convenabild a perioadei de esantionare.

Rezolvare
t
A-(l+—j pentru —t <t<0
T
XA(t): A-(l—ij pentru 0<t<t
T
0 altfel

Reprezentarea in timp a semnalului este prezentatd in figura 8.13a, iar derivatele sale in
figurile 8.13b, c.

X lt
5 txa(t) txa(t)
A —3(t+1) éa(t_r)
— T T
Co T : T [ .
-1 0 T -1 0 T -1 0 T
_A ' ”
! -=—3(t)
a) b) T

Fig. 8.13: Semnalul triunghiular simetric
a) forma de unds;
b) derivatal;
¢) derivata a doua.

Notind functia de densitate spectrald F(x,(t)):= X(jo) si tinind cont de proprietatile de
intarziere in timp si de derivare a originalului, (6.13) si (6.15), precum si transformata
Fourier a impulsului Dirac, (6.30), se obtine:

F(x"A (t)) _A (ej"Jr +e ot )— 2A_2A (cos(wt)—1)= —ﬂsin2 (%) = (jo) X(jo).
T T T T
Rezulta functia de densitate spectrala:
X(jo)= 4—Azsin2 (ﬂj = tAsinc? (ﬂ) = |X(jco)
O 2 2

Functia de densitate spectrald este prezentata in graficul din figura 8.14. Se observa (fie din

expresia densitatii spectrale, fie din figura 8.14) ca banda semnalului este B = {O;l}, deci
T

. RN . .. . 2
frecventa de esantionare trebuie sd indeplineasca cerinta Nyquit: f, > —.
T
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XA(j@)

1 2

T o~ T f
Fig. 8.14: Functia de densitate spectrald a impulsului trlunghlular simetric

Dacda A=1 si t=1s, rezultd ca valoarea minimd a frecventei de esantionare este
1

f.=2-—=2Hz. In figura 8.15 este reprezentat semnalul esantionat cu frecventa
T
f, =4Hz. $x[n]
1 -
08T
0.6T
04T
0271
I [
-1 -0.5 0 0.5 1
Fig. 8.15: Semnalul esantionat
Observatie:

Determinarea transformatei Fourier (a semnalului neperiodic) permite calculul SFE a
semnalului periodic:

Verificare:

=—- .[x e "0 dt, unde T=2-1 si mO—Tz

1 01 Jant —jn-mp-t
A =5 j (t+1)- dt+j—— (t—1)-e dt

2n_m
T

1 efj-nm(yt |0 0 efj~n-m0-t efj-nm(yt ot efj-nm(yt
=—- (t+r)' . + | = dt—(t—1) — +[= dt | =
2."C —J-n.(DO —t _TJ‘n.O‘)O —J.n.m0|0 OJ.n‘(’OO
—jn-mp-t 0 —jnwg-t N
1 T +e N T e
- 2 2 2 :
2.7 | 7)n®) nteop| o Jr0 n’ (90|
2.sz(n-nj
_ 1 '(l_ej.nmo.‘t +1_efj'n'(”0'r)_ I_COS(H'TC) . 2 _
- 2 2 2 - 2 .2 - 2 .2 -
217wy -n n°-n n°-n
—
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9. UTILIZAREA TRANSFORMATELOR LAPLACE SI Z iN
STUDIUL SEMNALELOR

Transformata Fourier (directd si inversd) realizeaza o transformare a reprezentarii unui
semnal din domeniul timp (t) in domeniul frecventa (j(o) si invers. Generalizand variabila

imaginard jo cu una complexa: s =c+ jo (frecventa complexa), se obtine un model mai
general de reprezentare a semnalelor, anume transformata Laplace.

9.1. TRANSFORMATA LAPLACE BILATERALA

Fie semnalul x(t) care Indeplineste conditia:

M-e* pentru t <0
t ; . 9.1
|X(X<{M-GB't pentru t >0 o>p @D
Atunci integrala:
Ly(x(t):=X;(s)= Ix(t)- e 'dt= J-x(t)- e ot eIt (9.2)

se numeste transformata Laplace bilaterald a semnalului x(t).
Conditia de convergenta a integralei (9.2) este:

[[x(0)-e

Pentru a determina domeniul de convergentd a transformatei Laplace bilaterale, se

evalueaza integrala (9.2):
0

X5(s)= Ix(t)- e *'dt+ Tx(t)- e Stdt < Jq‘x(t) e st

—00

dt — T|x(t1-e_“‘tdt<oo (9.3)

‘elwt‘:l -0

dt <

dt +Oﬁx(t)-ffs't
0

0 @ 1— lim @ Jime®oh _1
<M- Ie(“‘c}tdt + J.G(B“’)'tdt = M. | —2= + 12
i 0 (10.1) o—c B-o

Pentru convergentd, este evident ca cele doud limite trebuie sa fie nule, ceea ce atrage dupa

sine conditiile:
a—-c>0
B-o<0

Pentru a determina transformata Laplace bilaterald inversa, se poate observa cia (9.2)

}:>[3<c5<oc 9.4)

reprezinta practic transformata Fourier a semnalului y(t)=x(t)-e™*:
F(y(t)) = jx(t)- e e dt = X(o + jo)
Se poate observa ca este posibil ca x(t) sd nu posede transformatd Fourier, dar y(t) da, cu
conditia respectarii conditiei de convergenta (9.4).
In conformitate cu (6.10), originalul y(t) se obtine cu relatia:

y(t)=x(t)-e " =F'(X(c + jo))= 2_1n TX(G+ jo) e do <

0

< x(t)= ﬁ IX(G+jco)-ej‘”t e”'do

—00

. 1 . . -
Dar s=c+ jo=>do==-ds;cum —0o<®<0=06—jo <s <0+ jo, astfel ca:

9.1



[X(s)-e*ds, (9.5)
G—jo

expresie ce reprezintd transformata Laplace bilaterald inversa
(formula de inversiune Mellin-Fourier), cu conditia ca ¢ si
indeplineasca conditia de convergenta (9.4). Din acest motiv, _
o se mai numeste si factor de convergenta. | o
In figura 9.1 este reprezentat domeniul de convergenti al !
transformatei Laplace bilaterale, pentru cazul B<0;0>0. Fig. 9.1
Semnalul x(t) posedd ambele transformate (Fourier si Laplace) Domeniul de convergenta al
dacd domeniul de convergenti include si axa imaginar. transformatei Laplace bilaterale

9.2. TRANSFORMATA LAPLACE UNILATERALA

In analiza si proiectarea sistemelor si circuitelor liniare, semnalul de excitatie (originalul)
x(t) este de obicei nul pentru t <0 (semnal cauzal). Un astfel de semnal poate fi scris si
sub forma:

x(t)=x(t)-u(t), CXO
unde u(t) este semnalul treaptd unitate (Heaviside).
In astfel de cazuri se foloseste transformata Laplace unilaterald, definita prin relatia:

L(x(t))=X(s)= jx(t)- e *'dt, 9.7)
0
in care limita inferioara de integrare se considerd t=0_, pentru a se putea tine cont si de

:2.7-[.]"

impulsurile Dirac 8(‘[) ce apar in cazul eventualelor discontinuitati in momentul t =0.

Cum transformata Fourier nu impune cerinta ca originalul sa fie cauzal, din acest punct de
vedere este mai putin restrictiva.
Conditia de convergenta (9.3) devine:

T|x(t)|-e*“"dt <o, (9.8)
0

iar conditia (9.1) pe care trebuie sa o indeplineasca originalul x(t) se transforma in:
|X(t) <M-e“"; VteR, (9.9)
(sd existe o exponentiald in raport cu care |x(t} nu creste mai rapid); ¢ se mai numeste si

indice de crestere al semnalului x(t).

Valoarea minimd a lui ¢, care transforma (9.9) in egalitate, se numeste abscisa de
convergenta absoluta si se noteaza o, . Altfel spus, ¢, este valoarea minima a variabilei
o pentru care este Indeplinitd conditia de convergenta (9.8).

Conditia de convergenta a transformatei Fourier este

T|x(t)|dt <o, (9.10)

ceea ce atrage dupa sine cerinta ca lim x(t)z 0, pe cand in cazul transformatei Laplace
t—o0

(unilaterala sau bilaterald), limita respectiva poate fi nenula, originalul evoluand, conform

(9.9), sub exponentiala e*.

Ca urmare, din punctul de vedere al convergentei, transformata Fourier este mai restrictiva
decat transformata Laplace unilaterala.

Trecerea de la transformata Laplace unilaterald la transformata Fourier si invers se poate
face prin substitutiile s — jo, respectiv jo — s, numai daca sunt indeplinite simultan

doua conditii:
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e semnalul este cauzal, 4o

e abscisa de convergenta absoluta este nula (o, =0), ceea TSNS
ce implica indeplinirea relatiei (9.10) . / ] c,
Relatia de definitie a transformatei Laplace unilaterale inverse gy, /
este (9.5), in care trebuie indeplinitd conditia ¢ > o, . Curba din N

planul complex ,,s” pe care se integreaza in (9.5) (conturul Fig. 92
) . ig. 9.

Bromwich) este prezentata in figura 9.2.

Intrucat transformata Laplace unilaterald este cea mai folositd, in

continuare se va renunta la atributul “unilaterald” fiind denumita
pe scurt doar ca “transformata Laplace”.

9.3. TRANSFORMATA Z

Fie x(t) un semnal nul pentru t <0 (semnal cauzal). Semnalul esantionat (cu perioada de

Conturul Bromwich

. 2. L .
esantionare Tg; T, =—TC=2~7c~fe ), Xe(t) sau x[n], definit prin relatia (8.2), se poate
('OC

exprima ca mai jos:

x[n]= ZX(n-Te)-S(t —n-T,)= Zx(n-Te)-S(t—n-Te) (9.11)
n=0 n=0
Transformata Laplace a semnalului esantionat se poate calcula pornind de la (9.7), tindnd
cont de proprietatea de liniaritate (care este evidentd):

X, ()= Lx[n) = 3 x(n-T.)-L(G(t -n-T.)) 9.12)

n=0
Dar (dupa cum se va arata ulterior, cu precizarea ca proprietatile transformatei Laplace si
demonstratiile sunt asemanatoare cu cele corespunzatoare ale transformarii Fourier):

L(S(t-n-T,)=1-e """ (9.13)
Rezulta ca:

X.(s)= ix(n T, )-e e (9.14)

n=0

Cu notatia:

et =z, (9.15)
inlocuindu-se in (9.14) se obtine:

X(z):= XC(S] s = ix(n ‘T,)-z", (9.16)

e =z r

care reprezintd transformata Z a semnalului esantionat:

Z(x[n]) sau Z(x(n-T,)):=X(z)= i x(n-T,)-z™" (9.17)

n=0

Observatii:

1. Daca seria (9.17) existd si este convergentd pentru
neZ (adica si pentru valori negative), expresia
corespunzatoare se numeste transformata Z bilaterala.
De obicei insd se lucreazd cu semnale deterministe,
astfel ca transformata este cea unilaterala, sau, pe
scurt, transformata Z; Fig. 9.3

2. Seria (9.17) este convergentd dacd r<|z7 <R, zona  Domeniul de convergent a
transformatei Z

numitd domeniu de convergentda, dupa cum se poate
observa in figura 9.3;
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3. Relatia (9.15) reprezintd o transformare conforma a planului ”z (z =X+]j- y) in
planul ”’s” (s =c+]- 03), de fapt cea mai simplad dintre ele, si anume scrierea sub
forma trigonometrica a unui numar complex:

. . ) ) 7l = e(YTe
z=¢les = gTelotio) _ooTe oioTe | | (9.18)
arg(z) =oT,

Se vor prezenta doud exemple de transformare a unor traiectorii in planul ”’s” in
cele corespunzatoare in planul ”’z”:

3.1.Fie verticala s = o 1n planul ,,s”. Traiectoria corespunzatoare in planul

2" este cercul de raza R = e (figura 9.4a) ;

3.2.Conturul (I') abcOdef care corespunde fasiei de bazi (de litime ®, ) in
semiplanul stang al planului ,,s”, se transforma intr-un cerc (cu R =1
pentru cd o=0), unde cele doud taieturi corespund segmentelor
orizontale fe si ab (figura 9.4b).

Im b Im [T}

Im
z f e o, d “z
2

> o > * = >
c \\
U)C
——— ———

b)

F ig. 9.4 Traiectorii corespondente in planele ,,s” si ,,z”

4. Transformarile traiectoriilor transfera (si) domeniile de convergentd ale
transformatei Laplace (bilaterald sau unilaterald) in planul ”s” in domeniile de
convergenta ale transformatei Z (bilaterala sau unilaterald) in planul ”z”.

Pentru determinarea transformarii Z inverse, se porneste tot de la transformata Laplace.
Astfel, semnalul original x(t) se poate determina cu ajutorul transformatei sale Laplace cu
ajutorul (9.5):
Daca se inlocuieste t =nT,, (9.5) devine:
G+jo
: JX(S)-eS'“'Te ds (9.19)
G—]J%©

Folosind substitutia (9.15) 1n (9.19) si tindnd cont de relatiile evidente:

x(nTe):z x[n]z 2n

s 1 1 - : A :
R T ln(z) =ds= T dz (care transforma domeniul din stanga dreptei
z

G — joo,0 + joo din figura 9.4a in interiorul cercului din figura 9.4b), rezulta:

€

1 1 n-1
= Sp—-X .z" 14 9.20
X[n] 2-m-j o T (S*CT{S_Z o ( )
Dar TL . X(s)< = TL ZX(G -j-k-o, )|k=o = Xe(SXeTC‘S=Z = X(z), unde s-a considerat
e eles_, e k=-w

fasia de baza din planul ,,s”, prin adoptarea indicelui k =0 (ramura sau valoarea principala
a functiei complexe In(z)). Inlocuind ultima relatie in (9.20) si luand T, =1, rezulta:

x[n]= 2'7111_ $X(z)-z"dz (9.21)
C

Expresia (9.21) defineste transformata Z inversa.
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9.4. PROPRIETATI ALE TRANSFORMATELOR LAPLACE S1Z

Intrucat aceste proprietiti sunt aseminitoare, ca si demonstratiilee lor, ele vor fi prezentate
unitar. Se vor folosi notatii de tipul x(t) pentru semnalele cauzale céarora le corespund
transformate Laplace de tipul X(s) sau L(x(t)) si notatii de tipul x.(t) sau x[n] sau x(nTe)
pentru semnalul esantionat din x(t) cu perioada de esantionare T., caruia ii corespunde
transformata Z X(z) sau Z(x[n]) sau Z(x(nT.)). Se vor prezenta in cele ce urmeaza cateva
din cele mai importante proprietati ale transformatelor Laplace si Z.

9.4.1. Liniaritatea

L@ckxk(t)j _ g;cka(s) ©22)
Z(gckxk[n]J = gcka(z) (9.227)

unde coeficientii ci sunt constanti
Demonstratiile sunt evidente, reducandu-se la liniaritatea integralei, respectiv a sumei (seriei).
9.4.2. Teorema intarzierii (deplasarii in timp)

Daca semnalul x(t) este intarziat cu durata t, respectiv semnalul x¢(t) este intarziat cu d
perioade de esantionare, atunci:

L(x(t—1))=e™™ -X(s) (9.231)
Z(x[n-d])=z"*-X(z) (9.237)
Demonstratie:
a) Laplace:
Conform (9.7): L(x(t — 1)) = jx(t —1)-edt — Jx(u)' e gy
0 t-t=u _¢

Dar semnalul x(u) este cauzal deci u < 0 = x(u)=0, astfel ca:
L(x(t-1))=e™" -J.x(u)-e_s'(“”)du =" X(s)

0
b) Z:

Z(x[n-d])=
Cu notatia k —
Z(x[n—-d])=

~d
intrucat x(t)=0 pentru t <0.

x(k-T,-d-T,) ZX )-z
k=0

MS

k

1l
(=)

=p, rezulta:

x(p-T,)-z? 4 =271 ix =7z X(z),

=0

”MS Q_

o

Observatie:
Se poate interpreta z' ca fiind operatorul de intirziere cu o perioada T..

9.4.3. Teorema deplasarii in frecventa (a inmultirii cu o exponentiali)

L{e(t)-e")=X(ss,) ©0.24)
( [n] e+at) X(Z e+aT°) (9.247)
Demonstratie
a) Laplace:
( e t) ]Ox (the*ot e 'dt = Tx(t)~ e s lgr = X(s—s,)
0 0
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b) Z:

(X[l’l +at) Zoj: etanTe on _ Zx(n-Te)-(J aT, ‘Z)—n _ X(Z-ejr aT, )

n=0

9.4.4. Modificarea scarii de reprezentare (Teorema asemanarii)

L(x(a-t)) = i.x[ij 9.250)
ol ~\a

zfa* -x[n])= x( .jc ] (9.257)
Demonstratie
a) Laplace:
Lix(a )= [x(a-t)-etdt = L [x(u)-e ="a =i-x(ij

] v o] g ol ~\a
b) Z:
(a x[n]) Za e an “=ix(n-Te)-(ij = (ij
=0 a ¢ ace

9.4.5. Derivarea originalului (Teorema anticiparii sau avansului in timp)

L(x (t))=s-X(s)-x(0_) (9.261)

Z(x[n +1]) = z- (X(z) - x(0)) (9.267)
Demonstratie:
a) Laplace:

0

L(X'(t))= j x'(t)-e'dt=x(t)-e ™"

0

:_ +S- Tx( ) *S'tdt _ X(S)+ lim(x(t)-efs't)— X(Of)

t—o0

=[x(t)-e™" <M- eleoht,

Dar, conform (9.9) rezulta ca ‘

Cum o >c, rezulta ca lim(x(t)' e ): 0, astfel ca (9.261) este demonstrata.

t—o0
Generalizare:
L{x® (1) =s" - X(s)= (" - x(0_)+s"2-x'(0_)+..+x"(0_)) (9.27)
Demonstratia se poate face cu usurinta prin inductie.
b) Z:
Z(X[n+l])=i (nT +T i [n+1 T]Zn
n=0 n=0

Daca se noteazda n +1 =k, rezulta:

x(k _k+1=z~ix(k~Te)~z_k=z~ > x(k-T,)-z™ -x(0)|.

k=1 k=0

Ms

t+T

~
1l
—_

Generalizare:

Z(x[n+d])= 2% - X(z)- (zd x(0)+ 2z x(T, ) +...+z-x[(d=1)- T, ]) (9.277)
Demonstratia este asemandtoare cu cea de mai sus, modificarea fiind ca (n+1)- T, devine
(n + d)- T, , indicele de sumare, k, variaza intre d §i oo, deci pentru a se obtine transformata
Z trebuie introdusi si scosi din suma d termeni, adica cei din (9.277).
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9.4.6. Teorema valorii initiale

x(0, )= lims-X(s)

(9.28y)
x(0) = lim X(z) (9.28)
Z—>0
Demonstratie:
a) Laplace:
e Daci x(t) este continua in origine = x(0_)=x(0,)=x(0) si in conformitate cu
(9.261), rezulta:
— . —_ ' — 1 . — ' — 1 . —h fi ' . —st =
x(0)=s-X(s)-L(x'(¢)) gﬂ@x@)L@am Pgsx@)ygixa)%rm
0
= lims - X(s)
§—0

e Daci x(t) este discontinud in origine, atunci x(0)=(x(0, )-x(0_))-u(t), astfel ca

derivata in origine devine x (0) = (X (0 N )— X (0 _ )) ) (t) . Introducand aceasta in
(9.261), se obtine:

o0

sx@yxmsz@ﬁﬁzfiﬁ)&“sziﬁ)€“m+Txﬁy€“m:

0

= 0JT(X((L )—-x(0_))-8(t)dt + Ix et =
=@®J—X®J)I&ﬁh+T£0>eﬁm=me—me+ixayawm

:>x(0+)=lims-X(s).

S—»00
b) Z:
Examinand (9.16), se observa ca daca z — oo, atunci se anuleaza toti termenii din suma,
(deoarece au exponentul negativ), cu exceptia primului, x(0), de unde rezulta (9.287).

9.4.7. Teorema valorii finale

lim x(t) = lim(s - X(s)) (9.291)
t—o s—0
lim x[n] = lim((z —1)- X(2)) (9.297)
n—>o00 z—>1
Demonstratie:
a) Laplace:

Conform demonstratiei teoremei (9.28), rezulta:

o0

s-X(s)=x(0, )+ Jx'(t)-e_“dt

O+
Rezulta ca:
. —s-t _ —h
(e X)) = x0. )+l [ (1)t = (0, i imx()-x(0.)) = im0
b) Z:

Se va considera diferenta d(nT.) intre doud esantioane consecutive ale semnalului (care
este proportionala cu derivata sa discreta):

d(n-T,)=x((n+1)- T,)-x(n-T,)
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Se va determina transformata Z a acestui semnal pe doua ci:
a) D(z)=Z(x((n+1)- T,)-x(n T,))= 3 [x((n +1)- T)-x(n-T,)]- 2™,
n=0

de unde rezulta ca:

imD(z)= 3 [x((n +1)-T,)- x(n-T, )] = lim x(n-T. )~ x(0) 9.30)

z—1 n—»oo
n=0

b) Folosind (9.227) si (9.287), D(z) se exprima astfel:
D(z) = Z(x(n +1)- T, )~ Z(x(n - T, )) = z- (X(2) - x(0)) - X(2),
de unde rezulta ca:

D(z)=(z-1)-X(z)-x(0) = 1ir1} D(z)= lin}(z ~1)-X(z)-x(0) (9.31)
Din (9.30) si (9.31) rezultd (9.29;).
Observatie:

D(z) prezentata sub forma (9.31), se considera a fi transformata Z a derivatei discrete a
semnalului x.(t).

9.4.8. Teorema derivarii in frecventa (multiplicarea in timp)

Lt x(t) = dﬁ_(s) ©.32,)
S
Z(t-x[n])=-T, -z- ‘D;(Z) (9.322)
z
Demonstratie:
a) Laplace:
dX(S) _ d T —s-t _ T d —s-t _ T —S- _
e aOx(t).e dt = !E(x(t)'e Jat = .([(—t~x(t)~e it = L(- t-x(t))
Generalizare:
n 'X
e x()= & ) 9330)
S
b) Z:
_ ~ -n dX(Z) _ < -n-1 _ -1 < -n

X(z)— Zx(n-Te)-z = 7 Zn-x(n-Te)-z =-z -Zn-x(n-Te)-z =

n=0 z n=0 n=0
-z dX(z) = in x(n-T,)-z™" (9.34)

dz =

Dar, conform definitiei (9.16), membrul stang al relatiei (9.32;) este:
Z(t-x[n])= in-Te x(n-T,)-z" =T, -in-x(n.Te)-z*“ (9.35)

n=0 n=0
Din (9.34) 5i (9.35) se obtine relatia (9.327).
Generalizarea nu mai este la fel de simpla ca in cazul transformatei Laplace. Din acest
motiv, in cazul derivatelor de ordin superior se poate proceda recursiv, ca in exemplul
urmator :
2 x,(0)=2e-(cx 0)= T2 L e x )= 2 2 )

dz dz dz
2

_ Tz ~(Z ) dX(Z) n ZZ ) d X(Z)j

¢ dz dz?

Pentru calculul transformatei Z(t3 -xe(t)) se procedeazd asemandtor, pornind de la
expresia stabilitd mai sus, s.a.m.d.
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9.4.9. Teorema integrarii originalului (sumarii)

LU x(r)er = %‘“’) (9.361)

0

Z(Zp:x[k]J = ﬁ -X(2) (9.367)

k=0
Demonstratie:
a) Laplace:

Lﬁ x(r)er = TU X(T)drj e ~Sdt

0\0
Se aplicé metoda integrarii prin parti:

o= [seke =) [t

0

+§ jx() et = X6,

S

i

0

v =e_s't:>V=——
s

ek

paragraful 9.4.5a.
b) Z:

o0
—s-t

=0 se demonstreaza printrun procedeu similar cu cel folosit in

Faptul ca — ©

0

P
Functia Z x[k] este proportional cu integrala discreti a semnalului. Rezulta c:
k=0

ATz S

= E)+[x( 0)+x(1)]- 27" +[x(0)+ x(1)+x(2)]- z 2 +... =
= x(0)

(1+z +...)+ x(1)-z™ -(l+z‘l +z7° +...)+... =
1+Z +z72 4. [x(0)+ x(l)-z*1 +x(2)-zf2 +... :ﬁ-X(z)
X(z)

Observatie:
Tot in legatura cu suma esantioanelor, este evidenta (si) urmatoarea relatie:

Z [n]= hm[X( )] (9.37)

n=1
cunoscutd si sub numele de teorema sumei. Acest rezultat se obtine imediat din (9.16),
considerand z=1.

9.4.10. Teorema integrarii imaginii (sumarii)

L[@j = ofx(p)dp (9.38)

Demonstratie:

Fie Y(s IX (p)dp = ®(0)-D(s)= Y (s) = —@ (s) = —X(s).
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Fie de asemenea y(t) originalul imaginii Y(s). Conform (9.32y), rezulta ca:

Y'(s)=L(=t-y(t) < -X(s)= L(= t- y(t)) & L(x(t)) = L(t - y(t)) = y(t) = @ ,
adica L( E )j J.X p)dp Teorema este demonstrata.

9.4.11. Produsul de convolutie

Produsul de convolutie a doud semnale analogice, x;(t) si Xa(t), a fost definit de (7.1) si va
fi reamintit in continuare:
def %

x(t) = jxl(T)' X, (t—t)dv=x,(t)® x, (t)

Cum semnalele x(t) si x,(t) sunt cauzale, rezulta ca xl( ) (t — ) 0 pentru Tt <0 sau

T > t, astfel cd produsul de convolutie devine:
t

X, (t)®x,(t)= J.Xl(‘t)- X, (t—1)dt (9.39)
0
In cazul semnalelor esantionate, xl[n] si xz[n] (cauzale de asemenea), produsul de

convolutie se defineste asemanator, integrala devenind suma:

def 1
x[n] =2 x (k- T.)-x; ((n-k) T.)=x, ()®x, (1) (940)
k=0
Produsul de convolutie este comutativ:
Demonstratie:
a) Laplace:

Conform (9.39), x,(t)®x,(t)= J.Xz (1)-x,(t—1)de
0

Cu schimbarea de variabila t —t = u, rezulta:
dt=—-du;t=0=u=t;t=t=u=0,
Astfel ca se obtine:
0

sz u)du le(u)-xz(t—u)du:xl(t)®xz(t)

t

b) Z:

x[n]®x 0] = Yx,(k-T) x, (01 T,)

k=0
Cu substitutia n —k = u, rezulta:

@ x )= Y0 -0)-T)-x (- T,) = x,[]@ x, ]

u=n
In mod evident, s-a obtinut (9.40), cu inversarea ordinii in care se sumeaza termenii.
Ca si 1n cazul transformatei Fourier, produsul de convolutie are proprietatea remarcabild ca
poate fi pus 1n legatura cu produsul imaginilor Laplace, respectiv Z. Astfel:

L(x, ()® x,(t)) = X (s)- X, (s) (9411)
Z(x,[n]®x; [n])= X, (2)- X, (2). (9:412)
adica transformatele (Laplace, respectiv Z) produsului de convolutie sunt egale cu produsul

algebric al transformatelor (Laplace, respectiv Z) ale semnalelor convolutate, rezultate
cunoscute si sub numele de teoremele produsului de convolutie in domeniul “timp”.
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Demonstratie:
a) Laplace:
Se procedeaza ca la demonstrarea aceleiasi teoreme pentru trnasformatele Fourier:

Lix, (1)@, ()= [, (¢ ®2()dt—T[T ()-xz(t—r)drj-e_“dt:

0 (AN

= | x,(x) [sz (t—1)- e_s'tdt}dt
=xxaTMu>a“M=xxwxm@

0

S-a folosit proprietatea celor doud semnale de a fi cauzale (ceea ce permite scrierea
produsului de convolutie sub forma folositd 1n cadrul demonstratiei) si s-a utilizat
posibilitatea inversarii ordinii de integrare.

b) Z:

Se porneste de la produsul transformatelor.

X [szT j(szT }

:(Xl(o)ﬂl(n).z— x,(2T) 272 +.)(x,(0)+ x,(T,) 2 +x,(2- T, ) 22
= x1(0)- x5 (0)+ [x, (T, )- x,(0)+ x,(0)- x, (T, )] -z~ +

[ ( ) X,(2-T ) ( ) Xz(Te)+X1(2‘Te)~X2(O)]~z_2+...:

—Z{Zx (u T n u) T )J-zn :Z(xl[n]®x2[n])

n=0\u=0
De asemenea, ca subiect al convolutiei pot fi considerate si imaginile (Laplace sau Z)
semnalelor, cu definitii adaptate conditiilor lor de existenta:

O —y 8

0
J.xl eV dr =
)o

+
N
I

X, (s)®X, (s j X, ,(s—u)du (9.42;)
c—joo
X,(z)®X o~ $X(u) ( ) (9.427)
C

Unde ¢ > max(csa ,04, ), iar C este curba mentionata in (9.20) sau 1n figura 9.4.

Ca si in cazul transformatei Fourier, convolutia imaginilor are proprietatea remarcabild ca
poate fi pus 1n legatura cu produsul originalelor. Astfel:

L7 (X, (5)® X, (5)) = x, () x5 (t) (9.431)
27 (X,(2)® X, (2)) = x,[n]- x, [n], (9.432)
rezultate cunoscute i sub numele de teoremele convolutiei in domeniul “frecventa”.
Demonstratie:
a) Laplace:
_ T .
L0608 X, 0= 3 [(XiE)0X,(6) 6" a5
c—joo
X v e
_2‘7[.‘]'0_'[00 2.7'[-‘].(:_";00 \u)-A,S—ujjau |-¢ -ds

Schimband ordinea de integrare, se obtine:
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PR EEXE)=5 L X6 X6 e

2.
_ ! c_wa (u)- ! C‘[JC’;( (s—u)-e™'ds|du —
2‘7-[.‘]0 joo 2.7 -] c—jo (10-2_4L)
c—joo
5. J.X ", (thdu = x, (1) %, ()
5 o

b) Z:

Afirmatia (9.437) poate fi demonstratd asemdnator. Din acest motiv se va prezenta alta
demonstratie, ce poate fi adaptatd si pentru justificarea relatiei (9.43L). Astfel, enuntul
teoremei este echivalent cu X,(z)®X,(z)= Z(ch (t)~x20 (t)), deci se va calcula

transformata Z a produsului:

Z(x,[n]- x,[n]) = Zx nT,) x, nT) “:ixl(nTe){ ! _'§X2(u)'un_lduj‘z_nl
e o
2z

nversand ordinea de sumare/integrare, rezulta:

O T DR S G O P NOLENE
“(3)

9.6. ENERGIA SEMNALELOR ESANTIONATE

Fie x(nTe)e C esantioanele semnalului x(t) si xinTe ) conjugatele lor. Transformata Z a
produsului lor este:

P(z)= 3 x(uT.) x(aT,) 2" = 2|X(HTC)|2

n=0
Rezultd ca P(1) reprezintd energia semnalului esantionat:

E= Z|an)| lmzznjix [j

Cum x(t) este un semnal cauzal, rezulta ca C se poate considera cercul |u| =1, dupa cum s-

a vazut in (9.20) sau in figura 9.4. Rezulta ca se poate face schimbarea de variabila:

) 1 .
u=el’ > —=e;—n<o<n,
u
astfel cd X(u) devine |X(9] e i0(0)
In acest mod, expresia energiei semnalului esantionat devine:

_ L Tix(0) - e [X(— 0 e 1#0) . o0 . o0 .
E r ] _J;|X(O] e X(-0)-e e "-el”.jdo

1 du
u

In final, tinand cont si ca |X 9] |X X se obtine un rezultat ce se numeste teorema lui

Parceval pentru semnale esantionate, stabilindu-se astfel o legaturad intre energia lor si
modulul transformatei Z, evaluat pe cercul unitate:

_ U Tix(ey
E=o— j X(6) do (9:44)
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9.7. TEOREME DE INVERSIUNE

Pentru determinarea functiilor original x(t), respectiv x(t), s-au specificat deja relatiile
integrale (9.5), respectiv (9.21) — transformatele Laplace, respectiv Z inverse. Aceste fiind
definite ca integrale ale unor functii complexe, rezultd ca apare dezavantajul necesitatii
unor cunostinte (mai) avansate de analiza complexa, ca de exemplu teorema reziduurilor.
Cum in cea mai mare parte a aplicatiilor din tehnicd transformatele Laplace sau Z se
prezintd sub forma unor fractii rationale, existd teoreme specifice, care sunt de fapt cazuri
particulare ale teoremei reziduurilor.

Definitie

a,s" +a, 8" +..+asta, _ A(s)
b,s™ +b, s™ " +..+bs+b, B(s)
numesc zerouri ale transformatei Laplace, iar radacinile ecuatiei B(s) =0 se numesc poli

ai transformatei Laplace. Analog pentru transformata Z.

Observatie:

Dacad semnalul x(t) este cauzal, atunci n <m (numaritorul are gradul cel mult egal cu
gradul numitorului).

Un procedeu care poate fi luat in considerare este descompunerea functiei X(s) in fractii
simple, ale caror transformate inverse se recunosc practic intotdeauna.

Teorema (Heaviside)

Daci X(s)= , atunci radicinile ecuatiei A(s)=0 se

Daca polii functiei de transfer sunt sy, s, ..., sm, fiecare din ele multipla de m;, my, ..., my
ori, atunci: : |
M m k71
. 1 Als,) e st
x(t)= z lim . (s—s, )"k e (9.45)
k=1 57k (mk _1)! B(Sk)
In cazul in care polii functiei de transfer sunt simpli, (9.45) devine:
A
x(t)= Zﬂ ek (9.46)
o B (54)

Pentru determinarea transformatei Z inverse, se poate observa ca aceasta este definita ca o
serie de puteri. Rezultd ca metoda principald este dezvoltarea expresiei X(z) in serie de
puteri. In cazul in care X(z) este o functie rationald, se poate proceda la descompunerea in

. .. Xz
fractii simple a functiei ( ):
z
Xl(z A A A zZ zZ z
&) _ A 2 T = X(z)=A, +A, +FA, :
z z-z, z-2, z—-27, z—2z, z—12, z—-z,

Din aceasta forma, rezulta ca x(t) se scrie sub forma unei sume de exponentiale. In cazul in

e T . . z g :
care existd poli multipli, in X(z) apar (si) termeni de forma A, ——— » carora li se poate
aplica derivarea 1n frecventa (9.32z).

O alta metoda ce poate fi aplicatd este impartirea (numaratorului la numitor), care practic
este o dezvoltare in serie de puteri:

n n-1
a,z +an_1Z +...+alz+a0

X(z) =c,z" +¢,_,z"" +..., unde k =m—n. Rezultd ci

Cb,z"+b, 2" +..+b,z+b,
in acest mod s-au determinat esantioanele semnalului x(t):
¢, =x(-k-T,), ¢, , =x(~(k—1)-T,), etc.

O alta metoda ce poate fi avuta in vedere este utilizarea produsului de convolutie.
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9.8. APLICATII

9.8.1. Fie semnalul x(t) (impulsul video) din figura 9.5. Sa i se x(t)t

calculeze transformata Laplace si transformata Fourier. 1

Dupa cum s-a mai procedat si anterior, x(t) poate fi exprimat ca ¢
suma dintre o treaptd unitard pozitiva si una negativa, Intarziata: u(t)4 T

x(t):u(t)—u(t—r). 1

Aplicand liniaritatea (9.221) si Intarzierea in timp (9.231), rezulta

A\ Aaa

si considerand U(s) = L(u(t)): s
—u(t—T) ;
L(x(1)=X(s)=-e "} ufs) —
T —s- efs't - 1 -1f----]
U(s)=jl-e fdt =— M Fig. 9.5:
0 o 0 Impulsul video
Rezulta ¢ X(s)= =5
s

Cum semnalul este cauzal si de valoare finita a integralei modulului, transformata Fourier a
lui x(t) se poate obtine din transformata Laplace, cu substitutia s — jo:

e ! 2. eJ 2 —e ) 2
_edoT _ieT
Jo zj.&T 2
2

Se poate recunoaste rezultatul obtinut prin calculul direct al transformatei Fourier.

9.8.2. Fie un semnal cauzal sub forma unui tren de x(t)
impulsuri de duratd t si perioada T (figura 9.6). Sa | A m R s

se determine transformata Laplace a semnalului. t
Din aplicatia anterioard, rezultd ca transformata of = T T+t 2T 2T+«
L 1-e™ Fig. 9.6
Laplace a primului impuls este ——. Tren de impulsuri
s

Impulsul de la momentul kT (k > 0) se obtine prin Intarzierea primului impuls cu kT si va
-sT

1- kT .
avea transformata Laplace 1O ekTs (9.231). Prin urmare:
]
1 _ a7 TS 1 _ TS 1
X(s)= T S S L U [l - (3.85)
S Ts S l-e ®

progresie geometrica cu q=e
Acest semnal nu are valoare finitd a integralei modulului, deci nu este indeplinita conditia
de existentd a transformatei Fourier. In consecinti, nu este corectd aplicarea substitutiei
s — jo pentru a determina functia spectrald a semnalului. Dupa cum se stie de la
transformata Fourier, acest semnal (ca orice semnal periodic) are serie Fourier si nu
transformata Fourier.

9.8.3. Sa se determine transformatele Laplace si Z pentru semnalele urmatoare; in cazul
transformatei Z, semnalele se considera esantionate cu perioada T:

0 t<0
a) X(t) = {ea-t t > 0
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© —(s—a)t ®
x(t)-e™'dt = J.e_(s_a)'tdt =S | !
s—a

X(s) = |

2

S—a

O 8

deoarece lime ' =0 dacd 6 >a (abscisa de convergenta absoluta este a)
t—o0
o0 ) ) eaT n
X(z)= Zx(nT)- z" =Yz =)
n=0 n=0 n=0 z
aT
S-a obtinut o progresie geometricd, a carei ratie este q = . Rezultd conditia de
zZ
eaT
convergenta: |q| <le|l—|<le |z| > |e?T|, care este tocmai domeniul de convergenta.
z

0 aT \"
. e 1 z
= X(z)= lim = =
( ) nﬁ@%( 7 J l_Z—l _eaT Z_eaT
b) u(t)— 0 t<0 (treapta unitate)
1 t>0 P

Se poate observa ca daca a — 0, atunci semnalul exponential de la pct. a) devine u(t).
Rezulta ca:

U(s)= lim; 1 (s-a regasit rezultatul de la problema 9.8.1)
a>0s—a S

U(z) = lim z == Z , convergenta pentru |z| >1.
a0 7 — ea z—1

Si acest rezultat se poate verifica prin calcul direct:

U(z)= iu(nT)- z "= i:)z‘n -z

n=0 z-1

. 0 t<0
& x(t) = u(t)-sin(a 1) {sm el
ja-t _e—j~a<t
Deoarece sin(a-t)= ¥ , lar transformatele semnalului exponential sunt
J

cunoscute de la pct. a), rezulta ca:

Teltt_et ] a1 1 1 a
X Y sd =—.|L Jat L Jat — . _ —
) ! TR Y (e}l ) 2 [s—j~a s+j«a] s2+a’
X(Z)_ o gjanT _ o-janT o 1 [ 1 _
_n:0—2j - 2] . ej-a.T - 1
z e T .z
1 eoT
_1 l_ej-avT.Z_lJr z z-sin(a-T)
2j 1 el 1 " 22 -2-z-cos(a-T)+1
I+—5- T jaT
z z e .z

fn mod aseminitor, pentru semnalul x(t)=u(t)-cos(a-t), se obtine:

S

s? +a?

L(cos(a . t)) =
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z—cos(a-T)
22—2-Z-cos(a-T)+l

0 t<0 (treapta unitate intarziata cu
d) X(t) = u(t - kT) = 1 > KT k perioade de esantionare)

Z(cos(a-t))=z-

Conform (9.23) — teorema intarzierii, rezulta:
—skT
s e’
X(s) =T -U(s) =

S
1-k
X(z) =z, U(z) =z ;  convergentd pentru |Z| >1.
7—

e) x(t)=u(t)-e™" -sin(a-t)
Daca se noteaza y(t) = sin(a . t), atunci, In conformitate cu (9.24) — teorema deplasarii n
frecventa sau a inmultirii cu o exponentiald, rezulta:

a
X(s)=Y(s+b)=————
(S) (S ) (s+b)2 + a2
bT i
()= Yy e )= z-e"T -sin(aT) _ z-sin(aT)
g (Z ) ) (z-eb'T )2 ~2-z-¢"T . cos(aT)+1 2?-e" ~2.7-¢"" -cos(aT)+e™"

fn mod asemanitor, pentru x(t)=u(t)-e™" -cos(a-t) se obtine:

_ b
Leb't.cosa.t :L
( ( )) (s+b)2+a2

bT
b , z-¢ —cosla-T
Z(e ot -cos(a‘t))= z-e" ——— b_T( ) =
22 e —2.7.¢"T .cos(a-T)+1
z-e"T - cos(a : T)
z?-e"T 2.2 cos(a T)+e T
9.8.4. Sa se determine originalele corespunzatoare urmatoarelor transformate Laplace:

s+a
Xl(s)=1
a) X(s) ns+

=7

. Sa se determine x(t).

T o)
ds
e—bt_efat
t:
W=
K-
b X(s)=———
a-s” +o;
K S ) ®
X(s)=—- = X doi poli simpli: s, = —j—2; s, = j—=
(s) 2, o (s) are doi poli simpli: s, J\/; S, _]\/;
T+ —
a
O O
K 1| 'Ja % T | ok ®
x(t):—-—- V8 o a4 VB oV :—-cos(—otj
a 2| .0y oy a Ja

"Ja 7
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2
0 X(s): : 3's2—75

(s> +25)-(s> +6-5+25)
Descompunand X(s) in fractii simple, se obtine:

(s) __ s s+ 3
2425 (s+3) +16~

in care se pot recunoaste transformatele Laplace ale functiei cosinus, una dintre ele fiind
deplasatd in frecventd. Rezulta ca :

x(t)=cos(5-t)—e™" -cos(4-t)

d) X(s)= m

Met. 1: Daca se descompune X(s) in fractii simple, rezulta:

A B -s+D E-s+F 1
X(s):—+—+csjL st Vs

7 s (sz+4)2 s° +4 sz-(sz+4)2’
Prin identificare, se obtine un sistem de (6) ecuatii, cu necunoscutele A, B, ..., F.
Mai simplu:

e R R B Il (e C R B
4 Sz'(52+4)2 4 52'(S2+4) (sz+4)2 4 (4 52'(52+4) (ser4)2

_1 l.(i_ 1 j_ 1
4 14 \s* s*+4 (52+4)2

In aceasta forma, se pot recunoaste urmatoarele:
1 1y du(s) O 1
e — == L —|=t-u(t)=t
e - JRSNg L IR0
1 1 2

s2+4 2 §2422

_(52 i4)2 :ﬁ'(# izzjy =ﬁ.[L(sin(2.t))]' Z%'M (9.3:6;)

= LIL(S;J = jt-sin(Z-t)dt = —%-cos(Z-t)+i-sin(2-t)

2
“ 4 4) 0
In final se obtine functia original:

x(t):i—Sm(z't)+£-cos(2-t)—Sm(z't):l- 1—3'Sm(2't)+t-cos(2-t)
16 32 8 16 8 12 8
Met. 2: Se aplica teorema lui Heaviside corespunzator celor 3 poli dubli (s, =s, =0;

Sy =84 =—2-]; 83 =s, =2-]) ai functiei X(s):

_ e + ! " |
X(t)_(z_l)![(sz+4)2] - (2—1)!{82(5—2'1')2}

— L2 )= L[ -

N 1 e
@S 2-0) |
s=—2-] s=2-]

() = .
e) X(z) Z—l)'(Z—e_aT)
X(Z)_ 1 _ 1 _z z

z z-1 z—e‘a'T:X(Z)_z—l z—e?T’
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in care se recunosc transformatele Z ale semnalelor esantionate u(t) si exponential. Rezulta
ca se obtine :

x ()= (1-e")-8p ) =3 (1™ )-5(t-n-T,)
n=0

f) X(z)= lnﬂ, unde [a| <|7]
z
Dezvoltand X(z) in serie de puteri, se obtine:

a) ~ el a0y
X(z)zln 1+— :2(—1) —z "

z) = n
Identificand aceasta relatie cu definitia (9.16) a transformatei Z, coeficientii variabilei z™
sunt, evident, esantioanele functiei x(t). Rezulta ca:

=S A

n=l1 e

.3(t—n-T,)

9.8.5. Sa se determine produsul de convolutie al urmatoarelor semnale:

T
a)xl(t)z{u(t) pentru O<t<T . (O=u(t)a',cu0<a<l
0 altfel
t
X(t):X1(‘[)®Xz(t)=_[’H(T)‘Xz(t_f)dT
0
e Daci t<T,atunci x,(t)=1. Rezulta ca:
|t t

X(t):jl'xz(t—r)drz_at.li‘l_(e‘) Z?n—(;)l

e Daci t>T,atunci x,(t)=0. Rezulti ci:

x(t):}1oxz(t—r)dr+j0~xz(t—r)dr =-a'-

In concluzie:

a' -1
— pentru 0<t<T
_ ] Infa)
X(t)_ 1-a™"
a'- pentru t>T

b) x;, (t)=u(t)-u(N-T) ; Xs, (t)=u(t)-a', cu 0<a <1, T fiind perioada de esantionare.

xe0)= 1, (D%, (0= 3,6 ), (k=1)-T)

i=0
e Daci 0<k<N-1,atunci x,(i-T)=1,Vi=1,k . Rezulti ca:

(k+1)T

1
k k ) k 1 i-T 1_£aj

)= X)) =t Fa T T Y] et

i=0 i=0 i—o \a - L

aT
a(k+1)~T_1
al —1

e Daci k>N-1,atunci x,(i-T)=0,Vi=N,k . Rezulti ci:
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i=0 i=0 a 1- LT
a
k-N+1)T & 1
g (k-N+1} -
a —1
in concluzie :
a(k+1)-T 1
1 pentru 0<k<N-1
Xe (t) = B NT
alo Nt 'aT——ll pentru k>N
a J—
Observatie:

Cea mai bunda metoda pentru a verifica corectitudinea rezolvarii unei probleme este de a
incerca (o) altd metoda. In cazul de fatd, se poate folosi comutativitatea produsului de
convolutie:

a) x(t)=x, J.x t—1)-x,(t)dr

e Daca t<T,atun01 t—1<T-1<T sideci x,(t—1)=1. Rezulti ci:

X t)zzl;l-xz(r)dr:hla—(a)o :%(;)1

e Daci t>T,atunci x,(t—1)=0 pentru t<t—T. Rezulti ca:
t

t

t-T t T t t-T
xt): 0-X2(’C)d’t+ l-xz(r)dr+=a— _a-a
‘([ t_JT ln(a) - ln(a)
Se observa cd s-au obtinut aceleasi rezultate ca in cazul precedent.
b) x,(t)=x ®X2 Zx T)-x,(i-T)
e Dacd 0<k<N-1, atunci k—i<N-1-1i<N-1 si deci xl(i-T):l,Vi =1,k.
Rezulta ca:
Kk (k+l) _1
t)= ZXZ ZalT —1
i=0 -

e Daca k> N-1, atunci Xl((k—l)- )=0,Vi=0,k — N+1. Rezulti ci:

K k+1)T  (k=N+1)T ONT
sz(i-T):a(+) —al Y :a(k“)'T.l_a—
i=k—N+1 a' -1 al -1

N-T
Ny @ 1

-1
Si 1n acest caz, rezultatele sunt identice cu cele obtinute anterior.

=a
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10. TRANSFORMATA FOURIER DISCRETA

Transformata Fourier discretd (TFD sau DFT — Discrete Fourier Transform) este un
instrument matematic de analizd a semnalelor numerice, asemanator cu transformata sau
seriile Fourier in cazul semnalelor analogice. Dar semnalele analogice pot fi esantionate,
deci pot fi transformate in semnale numerice printr-un proces numit codificare. Ca urmare,
TFD este si un instrument eficient de analiza prin metode numerice a semnalelor analogice.

10.1. RECAPITULARE SI DEFINITIE

Pentru definirea TFD se reamintesc urmatoarele:

1.

Fie semnalul x(t) de duratd T (finitd) (figura 10.1a), al carui spectru de amplitudini
|X(jo)) este reprezentat in figura 10.1b; s-a considerat cd x(t) are caracteristica

spectrald limitatd la pulsatia (frecventa) maxima ®,,. Se face precizarea ca toate

consideratiile ce se vor face asupra spectrelor de amplitudini rdméan valabile si pentru
spectrele de faze. Din acest motiv, pentru a nu complica inutil figurile 10.1, nu s-au

mai reprezentat si spectrele de faze. Se reaminteste expresia transformatei Fourier:
© T

X(jo)= j x(t)-e Fetdt = j x(t)-e Tt (10.1)
-0 0
Semnalul x(t) poate fi prelungit prin periodicitate, obtinandu-se astfel semnalul
periodic x1(t) din figura 10.1c. Expresia sa este:

xp(t)= ix(t—p-T) (10.2)
p=—

In conformitate cu (6.3), semnalul periodic xr(t) se poate modela cu seria Fourier
complexd, cu spectrul de amplitudini reprezentat in figura 10.1d:

x(t) =%' DA, e (10.3)
unde  ©, = ZTTC (10.4)
si, conform relatiei (6.5):

2 ; 2 % ;
A, ==-[x(t)-e?™ 0%t == | x(t)- e "0 dt, 10.5
=7 X0 X0 (103)

deoarece X(t) =0 pentru t <0 si t > T. Din (10.5) rezulta:

A, :%-X(jnoao) (10.6)
iar expresia (10.3) devine:

x(t)= % > X(jnw, )- e (10.7)

Se poate observa (figura 10.1d) c@ spectrul semnalului periodic, xr(t), reprezinta
esantionarea caracteristicii spectrale |X(j03)| a semnalului x(t), cu perioada de

esantionare ®,, plus o modificare de scara cu % (figurile 10.1b si 10.1d). Intr-o

exprimare echivalentd, spectrul semnalului neperiodic este infasuratoarea semnalului
neperiodic. Expresia analitica a semnalului neperiodic devine astfel:

x(t)= % ZX(jnm0)~ elmeot pentru 0<t<T

0 altfel

(10.8)
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A x(t e
: (o)
"""" S Transformata
Fourier
! ®
0 T -0y 0 Oy
a) b)
$x(t) A 2 ol
=2 pxtn-00)
Seria Fourier "
complexa £
[ l [0) 0
£ _,r_ * ..... r . R
: ~®y 0 ®o oy = (N—1)o,
©) d)
1 1 |Xe (J (OX
4 Xe(t) i
. t @
0T T=NT, —Oy\ 0 oW, .
e) )
txep(t)
] t Q]
0 Te T= NTe 2T 0 ®( nw, 27
No, =0, =
2 h) ®) =0 T,
Fig. 10.1 Forme de unda si caracteristici spectrale
a) Forma de unda a semnalului neperiodic;
b) Spectrul de amplitudini al semnalului neperiodic;
¢) Prelungirea prin periodicitate a semnalului neperiodic;
d) Spectrul de amplitudini al semnalului periodic;
e) Semnalul neperiodic esantionat;
f) Spectrul de amplitudini al semnalului esantionat;
g) Prelungirea prin periodicitate a semnalului esantionat;
h) Esantionarea spectrului semnalului esantionat periodic.
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1
2-fy

Se considerd acum x[k] semnalul esantionat, cu perioada de esantionare T, =

b

unde f), =§)—M(ﬁgura 10.1e).
T

Spectrul de amplitudini al semnalului esantionat este prezentat in figura 10.1f. Din
punct de vedere analitic, acesta este o repetare periodicd a spectrului semnalului
neesantionat'

o0

z (o n-o, ) (10.9)

C n=

in banda de bazi (n =0), transformata Fourier a semnalului esantionat devine:

Xe(jw)=@, (10.10)

€
X(joo) fiind dat de (10.1); daca 1n aceasta integrald se discretizeaza timpul cu pasul
de esantionare T, rezultd cd numarul intervalelor de esantionare este:

N= Tl (10.11)
Se obtine:
N-1 )
X(jo)=T, - x(k-T,)-eFo*T (10.12)
k=0
si (10.10) devine:
N-1 )
X (jo)=> x(k - T,)- ek (10.13)
k=0

Semnalul x.(t) se prelungeste prin periodicitate, repetandu-1 la intervalele de timp
T=N-T,, ca in figura 10.1g. Semnalul obtinut astfel s-a notat x. (t). Se va

discretiza axa frecventelor din caracteristica spectrald Xe(j(o) (figura 10.1f), cu
pasul ®,, obtindndu-se astfel caracteristica spectrald din figura 10.1h. Alegerea
perioadei de esantionare la limita impusd de teorema lui Shannon: ®, =2-wy,,
atrage dupa sine valabilitatea relatiei 2wy = N-®, (adicad semnalul discretizat si

spectrul sdu se reprezinta cu acelagi numar de esantioane), deoarece, folosind (10.4),
(10.11) rezulta ca:

2.t 2.1
Ce= o TT N
cow = 2 ou =N (10.14)
0, =2 -0y
Ca urmare, (10.13) devine:
N Zin 2T
(Jnmo X[n] z [ ] —jn-0g-k-T, zzx[k]‘el T kT, _
k=0
N-1 ﬂvac -1 ik 2T
x[k] e NTC_ X[k]-e N (10.15)
k=0 k=0

vn=0,N-1
Daca se inlocuieste X(jco) din (10.10) in (10.8), si tindnd cont ca X(j(o) este limitata
(superior) la frecventa o), , se obtine:
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Z

. -1
ZX jnw, ) et = T? X[n]-e™0" pentru 0<t<T

n=-—o n=0

O altfel

In (10.16) se discretizeaza timpul t cu pasul T, punand t=k-T,, valorile lui k

(10.16)

corespunzand intervalului [0;T]: k =0, N —1. Rezulta:

i T) = xlk] ==Y Xfn] e

NT

e n=0
.o2m 27
1 N-1 J.n.N-iT'kVTC 1 N-1 jnk==
=—->» X|n|-e e =—-» X[n|-e N, 10.17

N Xl N Xl (10.17)

Vk=0,N-1
X (i
Facand analogia cu seria Fourier complexa, rezultd A, = %. (10.18)
Daca se noteaza . tmm
.2 WN

wy=e N (10.19) 9.m X
numdrul complex de modul unitar si de N WNI

. WN
argument ﬁ , reprezentat ca vector, i W; 5 -1 N RS

N [ — W
n=0,N-1, steaua simetrici a vectorilor de N
modul unitar (figura 10.2), relatiile (10.15) si
(10.17) devin respectiv:

N-1 . Fig. 10.2
X[n] =Fy {X[k]} = 2 X[k]' WN k 10.20 Steaua vectorilor unitari
= (10.20) wh n=0,N—1
vVn=0,N-1
1 N-1
x[k]=F' {X[n]}= =Y X|n
N e (10 21)

Vk=0,N-1

Transformata Fourier discreta directda (TFD) este definitd de (10.15) sau de (10.20).
Transformata Fourier discretd inversa (TFDI) este definita prin (10.17) sau prin (10.21).

10.2. CALCULUL TRANSFORMATEI FOURIER DISCRETE

Daca se scriu (10.20), pentru cele N valori ale Iui n, se obtin N relatii algebrice, care pot fi
scrise sub forma matriciala:.

[ X[o] 7 [1 1 1 1 [ x[o] T
X[1] 1wy wie o oWl X[
xRl |=[1 wZ  owyd . w2 x]2] (10.22)
XIN=1]] [ 1wl w2 W KN,
W
Observand simetria matricei W din (10.22) (adica identitatea liniilor si coloanelor avand
N N
acelasi indice) si proprietitile marimilor w (de exemplu: WE =1, wg =-1, wg¢ =-],

3N
WN4 = j), au fost dezvoltati algoritmi de calcul (mai) rapid a valorilor X[n].
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De asemenea, pentru calculul TFDI, pornind de la (10.21) rezulta:

Cox[o] T [1 1 | x[0] ]
x[l] 1wy Wi . wWN X[l]
x2] [=l1 wi  owi o WXL X[ (10.23)

N1 (1w wED W XN -]

10.3. ALGORITMI DE CALCUL A TFD

In (10.22), matricea W este de tipul N x N, de unde rezulti ci pentru fiecare componenti
X(n) a spectrului sunt necesare N Inmultiri (complexe) si sumarea a N termeni, adica N-1
adundri. Cum sunt N componente de calculat, rezultd ci in total sunt N* inmultiri si
N-(N—l) adundri (complexe). Dar o inmultire complexa constd din 4 inmultiri si 2

adundri reale, astfel cd numarul operatiilor este 4N? inmultiri si 2N? + 2N(N - 1) adunari
reale. In total sunt necesare 8N? —2N operatii, deci complexitatea aritmetici a

algoritmului este O(N 2 )

Tinand cont de simetria matricei W, se pot dezvolta metode pentru micsorarea numarului
de operatii. Astfel, se poate observa cu usurinta ca:

wiVk = (wﬁ)ﬁk _ eIk (10.24)
—(2~k+1)-E N LA ;
wy 2 =W ewdme N2 —e Tt o (10.25)
H/_/

1
Ideea algoritmului este aceea de a descompune TFD de ordin N in transformate de ordin
mai mic. De exemplu, se poate presupune cd N nu este numar prim, deci exista N; si N
(prime intre ele sau cu divizori comuni) astfel incdt N = N, N, .Un caz particular important

este N=R™ R fiind numit bazi, obtinandu-se astfel algoritmii in baza R.
Pentru a explica o larga categorie de algoritmi, se poate porni de la reprezentarea indicilor
sub forma:

n=Kn, +K;,n, (modN)

(10.26)
De exemplu, daca baza este R, atunci (10.26) se poate scrie sub forma:
n=n1+E-n2; n1=o;E—1; n, =0;R -1
R 1131 , (10.27)
rezultdnd astfel algoritmi cu decimare in timp, sau sub forma
n=R-n, +n,; n1=0;5—1; n, =0;R -1
N 1131 , (10.28)
R R

rezultand astfel algoritmi cu decimare in frecventa.

Dacd R =2 (sauN = ZM), atunci se obtine algoritmul in baza 2 (Cooley & Tukey, 1965),
care este primul algoritm dezvoltat pentru calculul TFD.

Existd si alti algoritmi, dezvoltati ulterior, ca de exemplu algoritmul in baza 4 (foarte
asemandtor cu cel in baza 2), algoritmul cu baze despicate (split radix), algoritmul cu baze
mixte sau algoritmul Winograd. Aceste metode sunt cunoscute sub numele de transformata
Fourier rapida (TFR sau FFT — Fast Fourier Transform, in limba engleza).
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10.3.1. Algorimul Cooley & Tukey cu decimare in timp

|
—
| |
N

N N —
n=n,+—-n,; n, =0;—
R=2= 2 2

|
—
=~
)
Il
e
—_

N N
( 1+—n2](2-k1+k2)

x[n]:x{ X nz} zzljx[z A _

k;=0 k,=0

N
- N
2 1 -2 Ill kl ny- k2 ny- kl N— ‘np- k2
> x[2-k +k, ] w 27 =
k1=0k,=0
N
I 20Kk —en
—2nrkimnpka ==y ks —n,-k;
=Y K2k 4k, ] wy N
%{_/
k1=0k»=0 v
Dar suma interioard nu contine decét 2 termeni, astfel cd se poate scrie:
E_l E_l N
-2nykj—n
2k rki—nj——-nj
X[n]= Zx[Zk]w“”+z [2-k, +1]-w =
=0
E_l N E—1
2 _z.nl.kl - _z'n 2 ‘np- kl
= Zx[2-k1]-wN +W Zx[2 k, +1]
k=0 k=0
Cum insa:
N N N i 2 n i 2.t N
—nj——-ny —j—n —jonp :
2 — N N 2 —w_ -J -y n2
Wy =€ ‘e w '(e ) wyil - (-1)
L2m
—J'W'nl'kl B
-2n1k N 2 — w ki
N = =¢ =W

2

. N — . .
sin=n, + 5 n,,cu n, =0;l, rezultd ca X[n] se poate scrie sub formele:

N, E—1
2
n, =O:>X[n1]=l§x[2-kl]-w§1'kl +w ot 1(le[z k, +1]-w ? e (1029)
=TFDy {x[2-k [+ wii" - TFD  {x[2 -k, +1]}
n, =13X[nl+ﬂ}= 2Z:X[Z-kl]-w mk g ZZ: [2-k, +1]-w =
2] & 2 S % (10.30)
=TFD \ {x[2 -k, [}-w" - TFD  {x[2-k, +1]}

2 2
Se vede astfel ci s-a transformat calculul TFDy{x[n]} in doud TFD,, una pentru
2
secventele formate din esantioanele pare (obtinute la multiplii pari ai perioadei de
esantionare T.) si una pentru secventele formate din esantioanele impare (obtinute la
multiplii impari ai perioadei de esantionare T.). Acesta este si motivul pentru care aceasta
abordare se numeste decimare in timp.
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Relatiile (10.29) si (10.30) sunt ilustrate schematic in figura 10.3.

X [2

0o
1o

X[nl]

X[z'kl]:>

TFD
2

n;

=1

2

0o
1o

-k1+1]|:>

TFD y
2

n;

——1—o

2

Fig. 10.3

Graful obtinut dupa prima decimare

Procedeul se aplicd in continuare transformatei de

. N . . .
ordinul 5 si asa mai departe, pand la obtinerea

TFD,. Trecerea de la TFD la TFDy se face prin

2

intermediul unor structuri de tip “fluture”, prezentata

in figura 10.4, care consta dintr-o inmultire cu w '

(care se mai numeste si factor de rotatie, modulul
sau fiind unitar) si o TFD..
La fiecare pas, se dubleaza numarul de TFD ce trebuie determinate, numarul de puncte in

. a+b-wy

-b

a-b-wy

Fig. 10.4

Structura fluturelui la decimarea in timp

o . o .. . N
care se calculeazd micsorandu-se de doua ori, astfel ca sunt necesare N adunari si 5

inmultiri (complexe). Cum N =2M | rezulti ca sunt necesari log, N pasi, astfel ca in total

. . N . :
vor fi necesare N-log, N adunari si ?-log2 N inmultiri (complexe). Complexitatea

algoritmului devine O(N -log, N)..
Ca exemplificare, in figura 10.5 se prezintd succesiunea operatiilor in cazul N =8§.

x[0]o—] X, »
Xi[1] _\ /: X[1]
e /.
N1 R0 B e 1L S o X[2]
x[8]o— eullE) X[3]
X[1]o— X,[0] X[4]
o] X[l X[5]
X[5]o— T Xo[2 ]
Tl X03] w1 N\ XI]

TFD,

TFD,

TFD,

TFD,

X [0

Fig. 10.5: Decimarea in timp pentru N =8

a) Etapa intai;
b) Etapa a doua.
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Graful complet al TFDg se obtine inlocuind cele 4 TFD, din figura 10.5b cu structuri
.2m

. . . .. . _ I
(fluturi) de tipul celor din figura 10.4, cu observatia ca WNb devine W21 =e 2 =-I.
De asemenea, din figura 10.5b se mai poate observa si cid ordinea esantioanelor X[n] este
cea naturald, in timp ce esantioanele x[k] sunt permutate. Pentru a determina permutarea
esantioanelor x[k], n tabelul 10.1 se prezintd comparativ ordinea lor naturald si cea
corecta, reprezentate in baza 2.

Tab. 10.1
x[k] 1n ordinea naturala x[k] 1n ordinea corecta
k Tn baza 10 k in baza 2 k in baza 10 k in baza 2
0 000 000 0
1 001 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1
5 101 101 5
6 110 011 3
7 111 111 7

Din tabelul 10.1, se observa cu usurintd cd reprezentdrile binare ale esantioanelor in
ordinea corectd sunt “oglinditele” reprezentarilor binare ale esantioanelor in ordinea
naturald. Altfel spus, esantioanele semnalului trebuie aplicate in ordinea inversa a bitilor
reprezentdrilor lor in baza 2, recalculand numerele binare obtinute astfel in baza 10. Se
poate demonstra cd afirmatia raméne valabila v N=2", observand ca procedeul de

impértire succesiva la 2 (cerut de algoritmul in discutie) este folosit si pentru determinarea
cifrelor unui numar binar. Rezultd cd examinand bitii indicelui esantionului, incepand cu
cel mai putin semnificativ, acesta va fi plasat pe pozitia corespunzatoare, dupa cum se
poate observa din figura 10.6, in care s-a reprezentat acelasi caz N =8 (3 biti),

considerandu-se cd reprezentarea in baza 2 a indicelui k a esantionului x[k] este k,kk .
ko k, k,

— 0, x[000]

0 >
L1, x[100]
O >
— 0, x[010] )
1 R v
> NU
| - DA
xkokike] L1, x[110]
—— 00 AN [ A, < Nmod2 |
0
| 1 p v
| x[101] Ne Y A 20 [ Nema |
g 0 s=0
— 0, x[o11] I |
! [rer ]
T g 767

a) b)
Fig. 10.6: Sortarea esantioanelor cu inversarea bitilor

a) principiul de lucru
b) schema logica a algoritmului de inversare a ordinii cifrelor numarului N
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10.3.2. Algorimul Cooley & Tukey cu decimare in frecventa

Daca se foloseste scrierea:

n=2-n,+n,; nle;%—l, nzzj
k:kl+§-k2; klzo;g—l; k, =0;1

atunci, printr-un procedeu similar cu cel folosit la algoritmul cu decimare in timp, rezulta:

Xln]=XE-n, +m]- & IRSER ]WN”'“I*“z)'(kl”szJ:

k;=0 k»=0

2 1 B ] —2-n1-k1—n2~k1—n1-kz-N—Enz-kz

ZZZXkl""g'kZ Wy 2 =

—2'1’11 'kl —nj 'kl —E'nz 'k2

_gokzz-:ox_kl+2 kz_ Wy (wN)1

Dar suma interioard nu contine decét 2 termeni astfel ca se poate scrie:

f_l N
-2nykj—nykj—n
ook —nn k rki—nak 2
X[n]- Zxk]w“““zlntZ{ > 2

0
g—l 3¢
~2npkj—nsk N ~2ny-k;—nyk
= X[k]-w 11111121+W xk+—-w frinzH
1 N 1Ty N
ky=0 L
Cum insa:
n JZTEN
—ny B e 1) i\
2 4 _ N 2 %2 _|a-in |2 _ (_1)02
Wy =€ —(e ) —-( 1)
2m
2 —i ki 5
2k —i ik > k
woomk — o TN —e 2 = w_ ki
N N

. N — - .
sin=n,+—-n,,cu n, =0;l, rezultd cad X[n] se poate scrie sub formele:
2

N, N,
n,=0=X[2-n,]= ZZ:x[kl]~w§2'“"kl +zzx{kl +E]WN2'“1'1<1 =
k1=0 k1=0 2
= TFDN{x[kl]Jr ){kl +E}}
Py 2
E—1 E_l
= — < -2k -k < N -2k -k _
n2—13X[2~n1+1]_zX[kl]~wN _ZX kl+? Wy —
k1:O k1=0

=TFD {x[kl]— ){kl +g}} Wi
2

Se vede astfel ca s-a transformat calculul TFDN{X[n]} in doud TFD,, una pentru
2
secventele formate din esantioanele pare (obtinute la multiplii pari ai perioadei de
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esantionare T.) si una pentru secventele formate din esantioanele impare (obtinute la

multiplii impari ai perioadei de esantionare T).

S11n acest caz, trecerea de la TFD x[k]
2

la TFDy se face prin intermediul

unor structuri de tip “fluture”, xlik+ﬁ—'

prezentatd in figura 10.7. 2

Fig. 10.7

Structura fluturelui la decimarea in frecventa

10.4. PROPRIETATILE TFD
10.4.1. Legatura dintre TFD si transformata Z
Semnalul esantionat x[k] are transformata Z:
N-1
X(z)= Z x[k] -z
k=0

. . . . . . 2. .
Dacai variabila z se plaseaza pe cercul unitate i se esantioneaza cu pasul N atunci este

evident ca esantioanele acesteia devin wlli, ,unde k =0;N—1. In acest caz, transformata Z

devine TFD. In acest mod, cele mai multe dintre proprietatile transformatei Z se transfera
natural catre TFD.

10.4.2. Liniaritatea

Fyfa-x[k]+b-ylk]f=a-Fy{x[k]}+b-F, {ylk]}
Demonstratia este evidenta.
10.4.3. Inversiunea in timp

Fy x[-k]} = X[-n]= X[N —n]

Demonstratie:
Se va arita ci F;' {X[N - n]} = x[— k]
In conformitate cu (10 21), se scrie:

x[-k]=— ZX[n] v

Cunotatia r =N —n, rezulta.
1 < R I rk
=§~ZX[N—r]'WN :§~ZX[N—r]owN
r=1 r=1
Dar X(0)=X(n) si wx" =1, astfel ca se poate scrie:
N-1
— o D XN 0] wi = B XN -n])
n=0

10.4.4. Deplasarea ciclica in timp si in frecventa

Fy {x[k — 1]y = X[n]- w3
Fy' (X[n—r]) = x[k]- wy’
Demonstratie:
In conformitate cu (10 21) rezulta:

r 1 = -n-r
—r]— ZX n] ka N ZX[n] “owy
n=0
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Factorul wy'" introduce o deplasare aditionald a fazei, modulul spectrului nefiind
modificat. Altfel spus, secventei periodice {x[k—r]}, ce se obtine prin rotatia cu r

esantioane a celei originale {x[k]}, ii corespunde acelasi spectru de amplitudini, cu

modificarea corespunzatoarei a spectrului de faze.
Pentru a doua relatie se scrie, in conformitate cu (10.20):

N-1 N-1
X[n-r1]= > x[k]- W_N(“_r)'k = ZX[k] W W
k=0 k=0
Rezulta ca, daca semnalul este multiplicat cu un factor exponential, spectrul va fi deplasat
spre dreapta cu k intervale.

10.4.5. TFD a secventei complex conjugate

Daci se noteaza X [n] conjugata expresiei X[n], atunci:

Fy ik =X"[-n]=X"[N-n]

Demonstratie:

Daca in (10.20) se considera conjugata ambilor membri, si observand ca (w;“k )* =w_ si
x" [k] = x[k] (esantioanele semnalului fiind numere reale,) rezulta ca:

X [n]= zx ] wis = 3 xi]- wi

k=0
Cu substitutia n —> —n, se obtine:

n] z k] ~k

Secventa {x[k]} este reald daca si numai daca X" [-n]=X"[N-n].
10.4.6. Convolutia ciclica

Daca se considera semnalele esantionate x;[k] si x,[k], convolutia lor periodica (produsul
de convolutie ciclic) este, prin deﬁnitie

x[k]=x,[k]®x,[k]:= 2x1[1 | vk=0;N-1
De asemenea, se defineste produsul de convolutie ciclica a imaginilor X;[n] si X;[n]:

N-1
X[n]=X,[n]®X,[n]:=>"X,[i] X,[n-i],vn=0;N -1
i=0
Atunci sunt adevarate urmatoarele (teoremele convolutiei ciclice):
F {Xl [k]® X [k]} =X, [n] Xz[n]
F: Xin]®X, [l =N-x,[k]-x, K]

Demonstratie:
N-1 RS .
Fufa i x, )= Xl Sl et = 3 Sl i -
xk] k=0 k=0\i=0
1 N-1
:le[i sz[k—l] WN(k —ijn wi™ =X, [n]- Zx wy" =
i=0 k=0
X,[n] Xi[n]
=X, [n]- X, [n]

Teorema convolutiei ciclice a imaginilor se demonstreaza asemdnator:
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._

=X Ly nw—lN_lNll n—i|-wit =
F{ [n]®x, [n]} [k]= Nn:oX[ N N;(:)(}Z(;X[]X[ ]j N

X n]

N-1

=ZX1[i Z(:)X [n 1] ik W =X, k] ZX [1 Wi =

i=0

x; k] Nox;[K]
= N-x, [k]-x, K]
De asemenea, se poate demonstra cu usurintd comutativitatea convolutiei ciclice:

x K] x,[k]= le ] xlk—i]= Yol x [k - i]= x; [(]@x, ]

i=0

Xl[n]®X2[n]: ZXl[i]-Xz[n—i]:NZ_:le[i]-Xl[n—i]:Xz[n]®X1[n]

i=0 i=0

10.12



